1. SIRURI SI SERITI DE NUMERE REALE

1.1.Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.

1.1.1. Siruri de numere reale.

Presupunem cunoscute notiunile de baza despre multimea N a numerelor naturale, multimea Z a
numerelor intregi, multimea Q a numerelor rationale si multimea R a numerelor reale.

Reamintim cé pe R se poate defini o structurd algebrica de corp comutativ total ordonat la fel ca
n Q dar cele doua multimi se deosebesc esential prin functionarea in R a axiomei marginii superioare, care
constituie punctul de plecare in stabilirea tuturor rezultatelor profunde ale analizei.

Reamintim c¢a definind modulul unui numar real X astfel:

X, x>0
| x| =max {x, -x} =
-X,X<0
se verifica imediat urmatoarele proprietati:
[Ni] [X|>Opentruoricex € R;|[X|=0< x=0
[N2] [x+y|<|x]|+]|y]|pentruoricex,y € R
[Na] [x-y|=[x]"]y|pentruoricex,y € R
De asemenea, definind functia d : R XR —R prin
dix,y) =[x-y|
se verificd imediat, folosind [N;], [N.], [Ns], urmétoarele proprietati:
[Di] d(x, y) >0 pentruorice X,y € R;d(X,y)=0 < x=y
[D2] d(x, y) = d(y, X) pentru orice X,y € R
[Ds] d(x, z) <d(x, y) + d(y, z) pentru orice X, y,Z € R

Numarul real si pozitiv d(X, y) este numit distanta euclidiana intre numerele X, y, functia d se
numeste metricd, iar (R, d) este un spatiu metric. Utilizdnd aceastd notiune se poate exprima cat de
“apropiate” sunt doud numere reale si se poate introduce notiunea de sir convergent de numere reale,
cunoscuta din liceu, pe care o vom reaminti, precum si notiunea de sir fundamental de numere reale pe care
0 vom prezenta in continuare.

Definitia 1.1.1.1. Se numeste sir de numere reale orice functie f : N — R; pentru orice n € N este definit
un numar real X, = f(n) numit termenul de rang n, sau termenul general al sirului; sirul insusi se noteaza
(X € v, 1ar mulfimea {Xx € R: d NE N, X =X,} se numeste mulfimea termenilor sirului.

Observatia 1.1.1.1. Trebuie facuta distinctia intre un sir si mulfimea termenilor lui, deoarece doua siruri
distincte pot avea aceeasi multime de termeni. De exemplu, f :N'— R, f(n) = (-1)"si ¢ :N'— R, g(n) = (-
1)™* sunt doua siruri distincte cu aceeasi multime de termeni {-1, 1}.

Definitia 1.1.1.2. Sirul (X,), ey de numere reale se numeste convergent daca exista x€ R astfel incat
pentru orice € > 0 existd Ny = Np(e) € N, incat, oricare ar fi N >Ny, |X, - X| < & adica d(X, , X) < €. Elementul
X se numeste punct limitd pentru sirul (Xp)n € x. In caz contrar, sirul (X,), € v se numeste divergent.

Daca X€ R este punct limitd pentru sirul (X,)he y se mai spune ca acest sir converge la x, sau ca

x este limita sirului si se noteaza x = lim x, .
n—ow

Definitia 1.1.1.3. Fie f : N — R, f(n) = X, un sir de numere reale.
Fie h : N— N, h(m) = n,, un sir strict crescator de numere naturale. Functia ¢ = f o4 se numeste subgir al
sirului f.

Evident, 9: N — R, ¢(m) = f(h(m)) = f(nm) = X,  iar ny >m pentru orice me N.



Definitia 1.1.1.4. Fie f : N — R, f(n) = X, un sir de numere reale. Elementul X€ R Se numeste punct de
acumulare pentru sirul f daca si numai daca pentru orice &> 0 si orice M€ N exista Ny >m incat | x, -x|<

€ adica d(x n X) <e.

Observatia 1.1.1.2. a) Se poate demonstra ca X€ R este punct de acumulare pentru un sir f de numere
reale dacd si numai daca existd un subsir al acestuia care are limita X (lema lui Cesaro). Este evident ca
orice punct limitd pentru un sir este punct de acumulare pentru acesta. Reciproca acestei afirmatii nu este,
in general, adeviratd. De exemplu, sirul X, = (-1)", n€ N are doua puncte de acumulare (-1 si 1) dar nu
are nici un punct limita.

b) Un sir convergent de numere reale are un singur punct de acumulare (limita sirului); daca f : N — R, f(n)
= X, este un sir marginit de numere reale, iar y(f) este multimea punctelor de acumulare ale sirului f, se
poate demonstra ca y(f) # @, aceasta fiind consecintd a axiomei marginii superioare, extrem de importanta

in demonstratia teoremei 1.1.1.1. In R, y(f) are intotdeauna margine inferioara si margine superioara. Se

noteaza lim x, = infy(f) si se numeste limita inferioard a sirului f ; analog,

lim x, = sup y(f) se numeste limita superioard a sirului f. Se poate arita ci un sir marginit de numere
reale este convergent daca si numai daca

lim x, = lim x,
c) Proprietatile specifice legate, fie de structura algebrica a lui R fie de proprietatea de a fi o multime total
ordonata sunt cunoscute, in mare parte, din liceu si au mai micd importantd pentru demersul nostru. De

aceea vom prezenta aici doar proprietatile sirurilor de numere reale legate de completitudinea lui R, foarte
importante 1n practica si nestudiate in liceu.

Definitia 1.1.1.5. Fief: N — R, f(n) = X, un sir de numere reale. Sirul f se numeste §ir fundamental (sau sir
Cauchy) daca si numai daca pentru orice

€> 0 existd Ny = Ny(e ) €N incat daca n, m €N, n >ng si m > ng atunci

[Xn - Xm | < € adicd d(Xn, Xm) < € sau, echivalent, d(X,, Xn+p) < € pentru orice n>ny si orice p € N.

Observatia 1.1.1.3. In definitia convergentei unui sir apare in mod explicit limita sirului, pe cand in
definitia unui sir fundamental intervin numai termeni ai sirului, deci aceasta din urma este o definitie
intrinsecd. Determinarea limitei este dificila, in multe situatii imposibild. Prin urmare, teorema urmatoare
este extrem de importanta:

Teorema 1.1.1.1. (criteriul general de convergenta al lui Cauchy)
Un sir de numere reale este convergent dacad si numai daca el este un sir fundamental. (Se spune ci R, In
raport cu distanta euclidiana este spatiu metric complet)

Observatia 1.1.1.4. Avand in vedere aceasta teorema, pentru testarea convergentei unui sir de numere reale
este suficient sd se verifice conditia intrinseca de a fi sir fundamental. Apoi definitia 1.1.1.2. aratd ca
lim x, = x daca si numai daca lim |x, - x| = 0, deci putem aproxima x = x, si aproximarea este cu atat mai
n—o n—o

buna cu cat rangul n este mai mare. Referitor la evaluarea erorii cu care se face aceasta aproximare, putem
preciza urmitoarele: dacd |Xy+p — Xo| < Yo pentru orice n, p €N si lim y, = 0 atunci sirul (X,), e este
n—o

fundamental, deci convergent; daci x = |im x, se poate ardta ci |x, - X <y, pentru orice n €N,

n—ow
inegalitate care poate fi consideratd formuld de evaluare a erorii cu care se face aproximarea x =~ X .
Evident, daca se impune ca eroarea sa fie mai micad decét € dat, se va determina cea mai mica valoare n, a
lui n pentru care y, < € si se va aproxima x = x.

. 1 1 1
Exemplul 1.1.1.1. Fief: N — R, f(n) =a, =1 + E + 5 + ...+ —. Deoarece
n



1 1 1 1 1

Qn—an = + +...+ > +...+ =
n+l1 n+2 n+n n+n n+n

de nori
pentru orice n€ N, rezulta ci sirul f nu este fundamental, deci nici convergent.

N |-

n in k!
. . sink!
Exemplul 1.1.1.2. Fief:N — R, f(n) =a, = Z—
ia K(k+1)
n+p
sink! sink!
Deoarece |an+p —an| = Z Z
= k(k+1) k(k+1)
k=n+p n+p H n+p n+p
sink! sink! 1 1 1 1 1
S Y E Y s Y = Y e T e
k=n+1 k(k+1) k=n+1 k(k+l) k=n+1 k(k+1) k=n+1 k k+1 n+1 n+p+l
. s 1
———  pentruoricen, p €N si liIm —— =0, deducem c4 sirul f este sir fundamental, deci convergent.
n+1 n-wo N +1
Prin urmare, existi si este unic a €R, a=lim a, , dar a nu se poate determina cu exactitate. Pentru a
n—oo

determina o valoare aproximativi, cu o eroare mai mica decat 10 (de exemplu) observim ci <

n+1

1 3 3
— & n+1>10° < n>10°-
10

. - 1 .
Prin urmare, cel mai mic n pentru care < — este 10% Deci acaom

n+1

Se poate demonstra céd pentru orice @, b €R, intervalele (-0, a], [a, b], [a, 90) sunt spatii metrice
complete n raport cu metrica euclidiana.

Fie X unul dintre aceste intervale sau R. Functia f :X — X se numeste contractie daci exista
c < [0, 1) numit coeficient de contractie astfel incat d(f(x), f(v)) < c-d(x, y) pentru orice x, y € X.

Utilizand teorema 1.1.1.1. reformulata pentru X se poate demonstra urmatorul rezultat important
cunoscut sub numele de Teorema de punct fix a lui Banach sau Principiul contractiei :

Teorema 1.1.1.2. Pentru orice contractie f :X — X exista si este unic un punct § € X astfel incat f(§) =&,

Punctul & se numeste punct fix al aplicatiei f. Trebuie retinutd metoda de determinare a punctului fix
cunoscutad sub numele de metoda aproximatiilor successive: prima aproximatie Xo € X este aleasa arbitrar,
apoi aproximatiile X; = f(Xo), X2 = f(Xy), ..., xn = f(Xs.0), ...sunt determinate succesiv folosind f; se

0 . -
demonstreazd ca [X, — Xp+p| < 1— -¢c", pentru orice n, p€ N, unde ¢ este coeficientul de contractie, & =
C

d(Xo, X1) =|Xo — XqJ; indiferent de alegerea lui X sirul de aproximatii succesive (X,), € y converge la aceeasi
limita & Formula precisa &= lim x, este inlocuita in practica prin formula de aproximare & = x,. Pentru a
n—o

evalua eroarea care apare in aceastd aproximare, se poate arita ci [x, — & | < —— - C" pentru orice n€ N,

si se rationeaza apoi ca in observatia 1.1.1.4.

1.1.2. Serii de numere reale.

Notiunea de serie de numere reale a aparut din necesitatea de a da un sens natural sumei
termenilor unui gir de numere reale. Deoarece nu se pot aduna (in sens algebric) o infinitate de numere



reale, realizarea acestui scop a fost posibilda numai cu ajutorul notiunii de limitd, numai in anumite cazuri,
studiul seriilor imbinand studiul sumelor finite cu cel al limitelor de siruri.

A) Serii convergente. Criterii generale de convergenta
Definitia 1.1.2.1. Fie f : N — R, f(n) =X, un sir de numere reale.

n
Fieg: N — R, g(n) =s, = Zxk . Perechea de siruri (f, g) se numeste serie generata de sirul f. Pentru
k=0
fiecare neN , s, se numeste suma partiald de ordin n a seriei, iar sirul g se numeste sirul sumelor partiale
asociat sirului f. Seria (f, g) se numeste convergenta daca sirul g al sumelor partiale este convergent si
divergentd in caz contrar. Daca seria (f, g) este convergenta, se defineste suma seriei ca fiind numarul real s

=lims, si se noteaza S = Zxk .

n—oo k=0

Observatia 1.1.2.1. a) Desi poate crea confuzii, notatia an pentru seria (f, g) este frecvent folosita.
n>0

o0

Trebuie Insa mereu facuta distinctia intre seria Z X, sisumasa, S= Z X, , care este un element asociat

n=0 n=0
seriei numai in caz de convergenta si care reprezinta suma termenilor sirului dat. In cazul in care seria este
divergentd, nu putem atribui nici un sens sumei termenilor sirului care genereaza seria.
b) Tn studiul unei serii, rolul principal este jucat de sirul sumelor partiale, care sunt sume finite. Prin
trecerea la limita insa, se pierd o seama de proprietati ale sumelor finite. Astfel, la sumele seriilor nu avem
comutativitate, asociativitate, seriile nu pot fi, Tn general, inmultite.
c¢) Dacd se renuntd la un numar finit de termeni ai unei serii (sau daca se adauga un numar finit de termeni)
seria nou obtinuti va avea aceeasi naturd ca si seria initiali. In caz de convergenti, suma se modifica
scazand (sau adaugand) suma finitd a termenilor la care se renunta (respectiv, care se adauga)
d) Problema principald in studiul unei serii este determinarea naturii §i, in caz de convergenta, evaluarea
exactd sau macar aproximativa a sumei seriei respective.

Exemplul 1.1.2.1. Seria an , unde g€ R este fixat, se numeste Serie geometrica de ratie q. Sumele
n>0
partiale asociate sunt:
$=18=1+0,8=1+q+0¢’ ...,sn=1+q+q° + ..+ 4" ..
Se demonstreaza prin inductie ca:

l— n+1
T_gq=1
ss=+4 1-q ,oricarear finen
n+l ,g=1
: 1 . , . , ,
Deoarece lims, = —— daca si numai daca q€ (-1, 1), rezultd cd seria geometrica de ratie q este

n—o —

o0
convergentd daca si numai daca |q| < 1 si, in acest caz, Z q "=

1
n=0 1_q



_ 1
Exemplul 1.1.2.2. Seria Z— se numeste serie armonicd. Sumele partiale sunt: S; = 1,8, =1 + E ,S3 =
n>1

1 1 1 1

1 . * .
1+ —+—,..,5=1+ — + — + ... +—,... Deoarece Sy, — Sy = E pentru orice ne N (vezi exemplul
n

1.1.1.1.) rezulta ca sirul (S,) N al sumelor partiale nu este sir fundamental, deci nici convergent. Rezulta

ca seria armonica este divergenta.

sinn!
Exemplul 1.1.2.3. Sa consideram acum seria Z— Sirul sumelor partiale are in acest caz
= n(n+1)

5 sink!
termenul general s, = Z—
k(K +1)

,NEN". Acest sir a fost studiat in exemplul 1.1.1.2 unde s-a aritat ci

sinn!
este sir fundamental, deci convergent. Rezulta ca seria Z— este convergenta.
o= n(n+1)

Observatia 1.1.2.2. In exemplul 1.1.2.1. am putut determina natura si chiar suma seriei considerate
exprimand convenabil termenul general al sirului sumelor partiale. Acest lucru nu este posibil intotdeauna.
Tn exemplul 1.1.2.2. se deduce ca seria este divergenta, fard a gasi o forma convenabild pentru s,. In
exemplul 1.1.2.3. se deduce ca seria este convergentd, dar nu se poate gasi o expresie convenabild pentru S,
si, prin urmare, nu se poate cunoaste cu exactitate suma seriei.

Este necesard, deci, dezvoltarea unei teorii calitative a seriilor, indicand criterii de convergenta
care tin cont de forma termenului general al seriei studiate. Pentru o serie care se dovedeste a fi
convergenta (in urma aplicarii unui criteriu de convergenta) se aproximeaza suma seriei cu o suma partiala
de un ordin convenabil ales (in functie de eroarea permisa de problema)

Teorema 1.1.2.1. (criteriul necesar de convergentd)

Daca seria E X, este convergentd atunci limx,=0.
n—o0
n0

Observatia 1.1.2.3. Conditia din teorema 1.1.2.1. este doar necesara, dar nu si suficientd pentru
. 1

convergenta unei serii. De exemplu, sirul f :N >R, f(n)= — este convergent si are limita zero, dar seria
n

generata de acest sir (seria armonicd) nu este convergentd. Din teoremd rezultd imediat ci, daca un sir f este
divergent sau este convergent cu limita diferitd de zero, atunci seria generata de sirul f este divergenta. De

exemplu, seria ZR/H este divergenta deoarece lim 3/n = 1; seria Z:(—l)n este divergenta deoarece
n—o

n>2 nx1

sirul ((-1)") Loy Duare limita.

Teorema 1.1.2.2. a) Dacd A€ R0}, seria Z?\,X , are aceeasi natura cu seria Z X,

n=0 n=0

b) Daci seriile an \ Z Y, sunt convergente, cu sumele s, respectiv o, atunci seriile Z:(Xn +V.),

n>0 n>0 n>0

Z (X, —Y,) suntconvergente, cu sumele s+ o, respectiv s —o.
n=0



Teorema 1.1.2.3. (criteriul general de convergenta al lui Cauchy pentru serii)

Seria de numere reale Z X, este convergentd dacd si numai daci pentru orice € > 0 existd Ny =
n=0
No () €N astfel Incat oricare ar fi n > ny si oricare ar fipE N sa avem:
|Xn+l + Xps2 t .0t xn+p| <g

Observand cd Xp+1 + Xpez + ...+ Xnip = Spep — Sn, €senta demonstratiei constd in aplicarea
criteriului general de convergentd al lui Cauchy sirului sumelor partiale. (vezi si exemplele 1.1.1.2. si
1.1.2.3)

O clasa foarte importanta de serii o constituie seriile absolut convergente.

Definitia 1.1.2.2. Fie f :N—R, f(n) = x,. Seria de numere reale an se numeste absolut convergenta
n=0

dacd seria de numere reale pozitive Z| X, | este convergentd.
n>0

Teorema 1.1.2.4. Orice serie absolut convergenta de numere reale este convergenta.

Observatia 1.1.2.4. Reciproca acestei teoreme nu este, in general, adevarata. Exista serii convergente care

. n+1 1 " . . -
nu sunt absolut convergente. De exemplu, seria Z(—l) - — numitd serie armonicd alternata , este
n>1 n
S 3 1 " 1
convergenta (vezi exemplul 1.1.2.5) dar nu este absolut convergentd deoarece | X,| = —, nNEN iar Z—
n n

n>0
este divergenta (vezi exemplul 1.1.2.2.)

Definitia 1.1.2.3. O serie care este convergentd, dar nu este absolut convergentd, se numeste
semiconvergentd.

Seria armonica alternata este un exemplu de serie semi-convergenta.

Seriile semiconvergente au o proprietate ce le face putin utilizabile, cunoscutd sub numele de
teorema lui Riemann : daci seria de numere reale (f, g), f :N—R, f(n) = X, este semiconvergenta, existd o
permutare ¢ a multimii N, astfel incét seria generatd de sirul /o 0 N>R, (f'° 6)(n)=x, sa fie divergents;
pentru orice o € R existd o permutare T a lui N astfel incat seria generatd de sirul f°t:N—R, (f°1)(n) = X, sa
fie convergentd si sd aiba suma a.

Rezulta, de aici, ca seriile semiconvergente au o comportare foarte diferitd de cea a sumelor finite.

Spre deosebire de acestea, dacd intr-o serie absolut convergentd modificim ordinea termenilor,
nici natura, nici suma seriei nu se schimba (teorema lui Dirichlet)

Astfel, seriile absolut convergente au o comportare aseméanétoare cu cea a sumelor finite; de aceea
ele sunt cele mai des utilizate.

Studiul seriilor absolut convergente inseamna de fapt studiul seriilor cu termeni pozitivi. Pentru
asemenea serii se pot formula multe criterii care dau conditii suficiente de convergentd. Prezentim in
continuare pe cele mai importante.

B) Serii cu temeni pozitivi. Criterii de convergenta

Teorema 1.1.2.5. O serie de numere reale si pozitive este convergentd, dacd si numai daca, sirul sumelor ei
partiale este marginit.



Teorema 1.1.2.6. (criteriul comparatiei) Fie Z X, si Z Y, doud serii cu termeni pozitivi astfel incat
n=0 n=0

. . Xn
s existe | = lim —%.
n—oo yn

a) daca 0<I< o0 atunci cele doua serii au aceeasi naturd;

b) dacal=0si Z Y, este convergents, atunci seria Z X, este convergents;
n>0 n>0

c) dacal= o0 si Zyn este divergenta, atunci seria an este divergenta.
n>0 n>0

Teorema 1.1.2.7. (criteriul raddcinii al lui Cauchy)

Fie an 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0

a) Daca existd ng €N si g€ (0, 1) astfel incat pentru orice n > ny sa avem {/X, < 0, atunci seria

Z X, este convergenta.

n=0

b) Daca §/X, >/ pentru o infinitate de indici, atunci seria an este divergenta.

n=0

Corolar. Fie Z X,, o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ca existd

n=0
I=lim g/x, .

n—o
a) Daca I< 1, atunci seria este convergenta.
b) Daca | > 1, atunci seria este divergenta.

Teorema 1.1.2.8. (criteriul raportului, al lui d’Alembert)

Fie an 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0

Xn+1

a) Daci existd Ny €N si qe€ (0, 1) astfel incat pentru orice n €N, 7 >ng sd avem < g, atunci seria
n

este convergenta.

. X .
b) Daci existi Ny €N si g€ (0, 1) astfel Tncat pentru orice n > no si avem —“% > 1 atunci seria este
Xn
divergenta.
. . . e . < s s : Xn+1
Corolar. Fie E X, O serie cu termeni pozitivi. Presupunem ci existd | = lim —* .
n—ow X
n>0 n

a) Dacal <1, atunci seria este convergenta.
b) Daci | > 1, atunci seria este divergenta.



Observatia 1.1.2.5. Daca | = 1 in corolarul teoremei 1.1.2.7. (sau 1.1.2.8.) nu se poate trage nici o

1
concluzie asupra naturii seriei. Spre exemplu, sa consideram seriile Z X, Z Y, unde X, = —, ¥y, =
n

n>1 n>1
1 .
——— NEN
n(n+1)
) X ) Y
Evidentca lim 2/x = lim =L =1 lim ¢/y_ = lim 2™ =1,
n—oo n n—oo Xn n—oo yn n—oo yn

Seria Z X, este divergenta (vezi exemplul 1.1.2.2.). Seria Z Y, este insd convergentd. (Pentru fiecare
n>1 n>1
. 1 1
nNeN ,yp=—-——,5=1-
n n+l1 n+
In situatiile in care criteriul raportului nu poate decide natura seriei se poate folosi:
Teorema 1.1.2.9. (criteriul lui Raabe - Duhamel)

si, prin urmare, lims, = 1)
n—o

Fie an 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0

. . A . X .
a) Dacid exista ng €N i r > 1 astfel incat pentru orice n > ng sda avem N L 1| >r, atunci
X

n+l
seria este convergenté.

. - . X .
b) Daca existd ny €N astfel incat pentru orice n > ny sa avem N 1| <1, atunci seria este
X

n+1
divergenta.

Corolar. Fie Z X, 0serie cu termeni pozitivi. Presupunem ci exista
n>0

. X
= limn —/-1].

n—oo X

n+1
a) Daca | > 1, atunci seria este convergenta.
b) Daca | < 1, atunci seria este divergenta.

_ 1 . X
Exemplul 1.1.2.4. Seria Z—a , 0. >0 se numeste Serie armonicd generald. Este evident ca lim il -

n—oo
n>1 X n

1 pentru orice oo >0, deci natura seriei nu poate fi precizata cu ajutorul criteriului raportului (si nici cu
criteriul radacinii). Dar

1 o
(n+1)° (“ B
X n+ n
n——-1{=n —a—l =
Xn+1 n 1
n
e ()T -1 . o
Se stie din liceu ca lim —————— = a, pentru orice o€ R. Folosind criteriul cu siruri al limitei unei
x—0 X

.1
functii (de asemenea, cunoscut din liceu) deoarece lim = =0, rezulti ca:
n—o n



(1+1j -1
I= lim n| 2o _1 =|im+:a

n—o n—o
Xn+1

n
Rezulta astfel ca pentru o >1 seria armonica generald este convergentd, iar pentru o < 1 este
divergenta. Pentru a = 1 se obtine seria armonica despre care s-a aratat anterior (vezi exemplul 1.1.2.2.) ca
este divergenta.

Teorema 1.1.2.10. (criteriul integral al lui Cauchy) Fie f:[0, o0)—/0, o) o functie continua,

descrescatoare si fie X, = f(n) , n € N. Seria cu termeni pozitivi Z X, este convergenta dacd si numai daca
n>0
sirul F: N —R",

F(n) = If (X)dX este marginit.
0

Observatia 1.1.2.6. Teorema ramane valabila si in cazul in care
f: [a, ©)—R", unde a>0.
Cu ajutorul acestui criteriu putem stabili foarte usor natura seriei armonice generale (studiatd in

exemplul 1.1.2.4). Este suficient si considerim functia f: [1, 0 )—R", f(x) = — >0 si sa observam
X
§ tdx 1 1 _ . §
ca, pentru o # 1, F(n) = _“:l— I —1/, pentru orice neN". Dacid a>I, avem: F(n) =
—oa\n
1

1 1 1 .
1- T |< , pentru orice neN. Prin urmare, sirul F este marginit, deci seria este
a-1 n oa-1
convergentd. Dacd o</, avem:
1 _ _ P
F(n) = 1— (I’l1 * —1), pentru orice n€N si lim F(n) = o0 deci sirul F nu este marginit, deci seria este
- n—o
divergenta.

C) Serii alternate.

Pentru studiul unei serii care nu este absolut convergenta se poate folosi direct criteriul general al
lui Cauchy (teorema 1.1.2.3.) sau urmatoarea teorema care se demonstreaza cu ajutorul acestuia.

Teorema 1.1.2.11. (criteriul lui Abel) Fie (z)), ey un sir de numere reale avand sirul sumelor partiale
asociat marginit. Fie (a,), ey un sir de numere reale, descrescator si convergent citre zero. Atunci seria

Z d,Z, este convergentd.

n>0
Corolar. (criteriul lui Leibnitz pentru serii alternate)
. . - . . . 1
Fie (an)nen un sir de numere reale, descrescator si convergent catre zero. Atunci seria Z:(—].)n+ -a,

n>0
este convergenta. (o asemenea serie se numeste serie alternata)



. n+l 1 = = «

Exemplul 1.1.2.5. Seria Z(—l) *—, unde a > 0 este convergentd, fard a fi absolut convergenta

n
n>1

pentru 0 < o < 1; pentru o > 1 aceasta serie este §i convergenta si absolut convergenta (convergenta se poate

deduce din convergenta absoluta, sau, direct, cu criteriul lui Leibnitz)

D) Aproximarea sumei

Observatia 1.1.2.7. Pentru o serie care s-a dovedit a fi convergentd, dar nu este posibil sd-i determindm

suma, este important sa putem evalua eroarea facuta, daca se aproximeaza suma seriei cu o suma partial.

Sunt situatii in care se poate evalua usor aceasta eroare §i, prin urmare, se poate obtine suma seriei cu

precizia dorita:

a) dacd | Xns1 + Xns2 + ... + Xnap | < Yo pentru orice n, peNsi  limy, = 0 atunci seria este convergenta
n—o

(rezulta din teorema 1.1.2.3.). Se poate ardta ca | S, — S |[< Y, pentru orice n € N , inegalitate care poate fi
considerata formula de evaluare a erorii cu care se face aproximarea S = S, (Vezi si observatia 1.1.1.4.).

b) daci existd g€ (0, 1) si noe N astfel ncat pentru orice n > no sa avem %/| X, | <, atunci aplicand

criteriul radacinii seriei Z| X, | se deduce ca seria Z X, este absolut convergenta, deci si convergenta.

n>0 n>0
qn+1
Se poate arita ca, pentru orice n >np, | Sp— S| < .
1-q
¢) daci existd qe (0, 1) si npe N astfel incat pentru orice n > no s avem |—1| < q, atunci aplicand
X

n

criteriul raportului seriei Z|Xn| se deduce ca seria an este absolut convergentd, deci si
n=0 n=0

convergentd. Se poate ardta ca, pentru orice n >ng, | S —S | < | X | —— .

d) pentru o serie alternata Z (-1 nt a, convergentd se poate arata ci:
n>0
0 <Spn—S < a1, 0 <S—Spne1 < Q242
pentru orice n € N. Deci, daca aproximam suma S a unei serii alternate ce satisface conditiile criteriului lui
Leibniz cu suma partiald de ordinul n, facem o eroare mai mica decat primul termen neglijat; eroarea este
prin lipsa daca n este impar si prin adaos, daca n este par.



1. SIRURI SI SERITI DE NUMERE REALE

1.2 Exercitii rezolvate

Exercitiul 1.2.1. Stabiliti daca urmatoarele siruri sunt fundamentale:

n+2
a) Xp= ,NEN
3n+5
b)x—1+1+1+ +1 nenN
BN EN N
c) xn:1+2—2+...+n—2,nEN*
2 cos(k!
d) XH:Z#,neN
o k(k+1)
n2
e) Xp= ,NEN
n+1
Solutii
p p 1 o .
a) [Xn+p = Xnl < si majorantul este un sir convergent

T (3n+3p+5)(3n+5) 3p(3n+5) 3(3n+5)

la 0, al carui termen general nu depinde de p. Rezultd ca (X,), ey este sir fundamental.

1 1 1
b) Xnsp - Xp| = —= + ... + . Observam cé pentru p = n obtinem Xy, — Xy = + ...+
T Un+l Jn+p T Un+l

1 1 1 1 n
> + + ...+ ————= = ,/— . Rezultd de aici ca |Xz, - X, nu tinde cétre 0,
yn+n  Vn+n  Jn+n Jnen V2

deci sirul (X,), € y nu este sir fundamental.

1 1 1 1 1
C)|Xn+p'xn|=—2 +...+ 5 < + + o+ -
(n+1) (n+p) nin+l) (n+1)(n+2) (n+p-D(n+p)
1 1 1
— - < —. Cum majorantul este un sir convergent la 0 si nu depinde de p, rezulta ca sirul (X,)n € »
n n+p n

este un gir fundamental.

< cos(kl) ¢ cos(k!)| ~
%;kw+4) thk+n|‘

n+p n+p
< Z ; = Z (1— 1 j = ! - ! , pentru orice
Sak(k+)  WSh\k k+1) n+l1 n+p+l

neN’

<

d) [Xn+p - Xn| =

”Z*'i cos(k!)
K K(k+1)

n? n?-1 1
= + =n-1+
n+1 n+1 n+1 n+1

existd neN astfel incat n — 1 > M (de exemplu n = [M] + 2), prin urmare exista n€ N astfel Tncat x, > M
deci (X,)h €y nu este majorat, deci este nemarginit. Prin urmare, nu este fundamental.

e) Deoarece x, = > n — 1 pentru orice n€ N. Pentru orice M>0

Exercitiul 1.2.2. Stabiliti daca urmatoarele siruri sunt convergente:



d)

e)




Solutii.
n+1

n®+2 n n

a) Sirul (Xp)ne y este marginit: 0 <

S
+
[
N
S

SN

. 1
<1, pentruoricen>2,Xg = E,xlz

% , deci x, € (0, 1) pentru orice neN.

Sirul (X,), ey este strict descrescator:

(n+H)+1 n+1 = n+2 n+1 _
M+D2+2 n’+2 n*+2n+3 n’+2
_ —n®-3n+1
(N2 +2n+3)(n? +2)

b) Sirul (X,)» € v nu este marginit (vezi exercitiul precedent), deci nu este convergent.

Xn+1 —Xn =

< 0, pentru orice n€ N, Rezulta ci sirul (X,),c v €ste convergent.

¢) Sirul (X))nex este marginit. Intr-adevar, aplicand inegalitatea mediilor pentru numerele 7, 2, ..., n
14+2+3+...+n n+1 n+1)"
obtinem > 3/n!, adica > >A3/n! sau n! < T ; inmultind inegalitatea cu
n

n

n+1 .
- obtinem X, < (—] < 3, pentru orice n > 2. Cum x; = 2 < 3, rezulta ci X, < 3 pentru orice neN .
n n

Evident, x, > 0, pentru orice neN’, deci x, € (0, 3) pentru orice n€N". Prin urmare, sirul (X,),e y este
marginit.



Xp _ 2" (n+)t 0" 2 e
X (n+n™  2".nl  (n+1)"

Deoarece

>

= 2;<2

-]

(Xn)hen este convergent.
d) Sirul este fundamental (vezi exercitiul precedent), iar (R, d) este spatiu metric complet (vezi teorema
1.1.1.1.), deci sirul este convergent.

=1, pentru orice neN" deducem ci sirul este strict descrescator. Rezultd ca

N |-

1
Sa observam ca Xp+1 — Xp = W > 0, deci sirul este strict crescitor. Deoarece 1 < 1 + ZF =X, <
n+ k=2

A )| e EYY (B) DY ) O P B
~ (k -1k —~ k-1 k 2 2 3 n-1 n n

adicd x, € (1, 2) pentru orice n€ N, rezultd ca sirul este si marginit, deci este convergent.
e) Sirul este fundamental (vezi exercitiul precedent), iar R in raport cu distanta euclidiana este spatiu metric
complet (vezi teorema 1.1.1.1.), deci sirul este convergent.
Sa observam ca, spre deosebire de exercitiul precedent, acest sir nu este monoton, deoarece
_ cos(n +1)! 5 5 _ _
diferenta Xp+1 — X, = ———————— nu pastreaza semn constant pe N, deci nu se poate aplica teorema de
(n+D)(n+2)
convergenta a sirurilor monotone.
f) Sirul nu este fundamental (vezi exercitiul precedent). Din teorema 1.1.1.1. deducem ca acest sir nu este
convergent.

. TR 2, cos(k!)
Exercitiul 1.2.3. Aproximati limita sirului x, = Z—
o k(k+1)

cu doud zecimale exacte.

Solutie. Despre acest sir s-a demonstrat cé este fundamental, deci este convergent. Am ardtat ca [Xp+p - Xn| <

pentru orice n€ N". Daci notam x = lim x,, atunci X - Xp| < , pentru orice n € N. Pentru cain

n + 1 n—oo
aproximarea x = x, sa avem doua zecimale exacte este suficient ca
1 1
< — .
n+1 10

Prin urmare X;q0 aproximeaza pe X cu doud zecimale exacte.

Exercitiul 1.2.4. Folosind principiul contractiei si se calculeze riadicina ecuatiei X° + 4x — 1 = 0 cu 4
zecimale exacte.

Solutie. Ecuatia are o singurd radacina reald situatd in intervalul [0, 1] care este spatiu metric complet.
Ecuatia se poate scrie sub forma
not

X = ! = f(x)
x*+4

1
Pe aceastd multime f este o contractie cu coeficientul g pentru ca |[f’(x)| =



_‘1_0‘
4

x| 2
|(x? +4)| 4.4

1 1
= § pentru orice x € [0, 1]. Alegem xo = 0. Atunci x; = f(xo) = Z

2 1 .
c" = 78—n < 10™ pentru n > 4. Deci X4 este aproximarea radicinii cu patru

— . Rezulta ca
1-c
zecimale exacte.

Exercitiul 1.2.5. Determina‘;i limitele extreme ale sirurilor:

1 .
a) X,= ( )’ +(-D"- new.
2n +1
n 2(—1) )
b) x,= ,NEN .
Solutii. a) Prezenta lui (-1)" sugereazd considerarea urmitoarelor doud subsiruri:
1+ (=" 2m 2m
e D™ 2m_om
2 4m+1 4m+1
o 1+ (=p>™* (12 2m+1 . 2m+1
e 2 22m+1)+1  4m+3
2m+1
=- , MEN
4m+3
. . 1 3 . 1
Evident, lim x,n =1+ = =—, lim xppey =- —
m—>c0 2 2 Mmoo 2
Prin urmare, multimea punctelor de acumulare a acestui sir este {—E , E }. Deci lim x, = - E , ﬁ Xp =
3
>
(2m)? .
b) Analog, Xon = =2m, meN
2m
(2m +1)>tY 1

Xom+1 =

2m+1 (2m +1)°

Deoarece lim xo, =0 si I|m Xom+1 =0, deducem ca lim x,=0si lim x,=co.
m-—oo

Exercitiul 1.2.6. Sa se studieze natura seriilor urmatoare si sa se calculeze suma in caz de convergenta:

n+1
)Zn(n 1) Z ’ Zln

n>1 1 3 n>1
Solutii.

1 1

Q) Xy = ———— = — -
nn+l) n n+1

4 11 1 1 .
Sy = X, = ———— | =1-——, pentruoricenEN .
; X Z_:(k k+1j n+t'"

pentru orice ne N’

Evident, lim s, = 1. Prin urmare, seria dati este convergent si suma sa este S = Z X, =1

n—oo
n=1



n *
b) X, = —,neN decis, = =—+— + —
) 3n k=j|_3k 3 32 3nl 3n
: —1+(i+ij+(i+i+ij+ [1 b j+
n 3 32 32 33 33 33 3n—l 3n—1
n—1termeni
Fr7)
=t
3" 3"
n termeni
Atunci,
1 1 1 1 1 1 1 1
Sh = —+—2+...+—n + —2+...+—n +...+ n—1+_n +_n’
3 3 3 3 3 3 3 3
adica
sn:Z(ik+%+...+ij= ik(l+1+i2+...+ 1“}:
=\ 3¢ 3 3" 3 3 3 3"
1 1
&1 gnk3 T 3Q 1[ 1 j_
= 3k 1 _1 2 kz=1: 3k 3n—k+1
3
3“(1_ 1j_§[ii_“ 1}_
2k=1 3k 3n+l 2 e 3k k:ler—l
111
=§ 3n13 3_ nn+1 pentru orice neN".
2l 1., 3
3
.1 . n L 3 o 5 o
Deoarece lim 3—n =0si lim W = 0, deducem ci lims, = Z, deci seria data este convergentd si
suma sa este i— = E
~3" 4

c) Xp=1In

1
=In (n+1)—Inn.

$n= ZIn K+l = Z[In(k +1) —InK] = In(n + 1) pentru orice ne N".
k=1

k id
Rezulta ca lims, = lim In(n + 1) = oo, deci sirul (s;) qone Al sumelor partiale este divergent.
n—o n—o

n+1
Rezultd ci seria Zln

n>1
necesara dar nu si suficientd pentru convergenta unei serii.

este divergentd. Sa observam ca lim x, = 0 deci aceastd conditie este

n—o



Exerciﬁul 1.2.7. Sa se studieze natura seriilor urmatoare:

)Z b)z % n),undea>0

“~in? +3n+5 = nN(l+a+a“+..+a

)Z(n+1j ,undea>0; d)z o ,undea>0

n>1 n>1
| Z1-3-5-...-(2n ~1)
€
~ 2.4.6-..(2n)
Solutii.
1 n¥2.J7n V7N
a) Deoarece Z 377 cste convergentd si im —— \/_ 7 deducem ci seria Zz—
n>1 e n? +3n+5 =N +3n+5
este convergenta (vezi teorema 1.1.2.6)
1
b) Pentru a > 1, seria Z—n este convergenta (serie geometrica cu ragia — ). Deoarece
a
n>1
1
_n(l+a+a’+..+a") . a"
lim =lim — =
n—o0 1 n—o0 an+l _1
7“ n:-——
a a-1
.a-1 a" a-1 1 ‘ o
= |im — T i T lim = 0, din teorema 1.1.2.6. deducem ca seria data este
n>o N an+ -1 n—>o N 1
a - ain
convergenta.
o 1 ;
Pentru a = 1 seria devine Z— iar aceasta este convergenta (ex. 1.3.6.a)
= n(n+1)
Pentru 0 < a < 1 se poare folosi usor teorema 1.1.2.6. folosind ca termen de comparatie seria
: 1 . .
armonica Z— despre care se stie ca este divergenta.
n>1
1
_n(l+a+a’+..+a") 1
lim = lim =
N 1 e l+a+a’+..+a"
n
. 1-a el
= lim ——— =1-a(caci lim a™ =0 deocarece a€ (0, 1))
n»o 1—g n+l n—>c0

Deoarece 0 < 1 — a < oo rezultd ca cele doua serii au aceeasi naturd. Rezulta astfel ca, pentru a € (0, 1) seria
datd este divergenta

n+1 .
C) Xp = (—j -a", neN’, a> 0. Prezenta lui n la exponent sugereaza aplicarea criteriului radacinii:

Iim"\/x__llm( +1j ‘a=a-e

n—oo n—oo n



Prin urmare, daca 0 <a< —, avem a' e < 1, deci seria este convergenta, iar daca a > — , atunci a

€ (]
e > 1, deci seria este divergenta.
2
o . 1 . n+1)" 1 _ .
Ramane de studiat cazul a= — . In acest caz, X,.= | —— " pentru orice nEN .
(] n e
1 2
+ l n+. N . n +1 n-+n
Deoarece e< JNEN rezulti e'< , de unde
n n

n+1 n? n n%+n n n
Xq > . =| —— | , pentru oriceneN’.
n n+1 n+1

n

. n 1 .

Cum lim | —— | == #0, deducem ci lim x,#0 de unde obtinem ca ZXn este
n—»o\ Nn+1 e n—ow o1

divergenta.
n . n
d) x,= ———, nen’.
n!

_a™(n+n™  nl _a‘(n+1

n
X *
n —— | pentruoriceneN .
(n +1)| a -n n

n+l

X
: 1
lim ™2 =g,
n—oo Xn

1
Dacd 0 <a< —, avem a-e < 1, de unde, cu criteriul raportului, obtinem ca Z X, este
e n>1

convergenta.

1 .
Dacda a> —, atunci a-e > 1 de unde deducem cia Z X, este divergenta.
e n>1

Ramane de studiat cazul a = —.

1
€
1 X, 1 " _ o
Pentrua= — avem —— = — -| —— [ pentru orice ne N . Folosind din nou inegalitatea e <
€ X (] n

n

n+l n+1 n
n+1 ) . . . X n n+1 n ]
e , valabila pentru orice NEN obtinem —— >| —— el — | = adica (n +

n X n+1 n n+1

n
n

. . ; . 1 -1
DXn+1 > NX, pentru orice nEN . Rezultd nx, > 1'X; adicd X, >X; * — si Zxk > Xy ZE
n o k=1

1
Cum Z— este divergenta deducem (vezi teorema 1.1.2.5.) ca Z X, este divergenta.

n>1 n>1
1-3-5-...-(2n 1)
2-4-6-...-(2n)

) Punand x, = ,NEN" obtinem:

X _ 2n+1

X 2n+2

n

— 1, deci nu putem utiliza criteriul raportului. Deoarece



X, 2n+2 1 1 , o <
n —-1|=n —1{=n- — — <1, obtinem, cu criteriul Raabe Duhamel, ca
X 2n+1 2n+1 2

n+l1

Z X, este divergenta.

n>1

o e - . .. - . .o A 2.
Exercitiul 1.2.8. Sa se aproximeze sumele seriilor urméatoare cu o eroare mai mica decat 10™:

1 1 1
) Zn_“’ b) D (-1’ 0 >

2
n>1 n>1 n>1 (nl)

.o - - 1 * -

Solutii. a) Daca notam x, = — NEN atunci Y/X_ =
n
l n+l

(ZJ

1

1-=
2

11 )
_SE, pentru orice n > 2. Atunci rezultad ca,
n

pentru orice > 2 are loc |S - S| < unde s este suma seriei, iar s, este suma partiala de ordinul n.

: 1 :
Deci |s - 5| < 2—n pentru orice n > 2. Pentru ca S, si aproximeze S cu o eroare mai mici decat 107

1

1
este suficient sd determindm cel mai mic rang n care satisface inegalitatea 2—n < W
Se obtine n = 7 deci s = s7 = 1.291285935 cu doua zecimale exacte.

1
b) Deoarece — < —- pentru orice n >4 rezulta ca
n 102

1 1 1
0<s—-s3< — < 0<s4—5< — < —-. Deci s3 = -7870370370 aproximeaza pe S prin lips, iar

4*  10%° 5% 102
s, = -7831307870 prin adaos, ambele cu o eroare mai mica dect 1072
. 1 1
¢) Daca notdm X, = ——, NEN atunci —% = > < — pentru orice n > I de unde rezulta
(nh) X, (h+1)° 4
evaluarea:
1
1 4 . 1 1 .
0<s-5,< 2 '—l,ad1ca0<s—sn§ 2 *— pentruorice n > 1.
() 2 (nh* 3
4

1
= <10 pentru orice n > 3 rezulti ci s =~ 53 = 1,277777778.
(n)? 3



1. SIRURI SI SERITI DE NUMERE REALE

1.3. Exercitii propuse

Exercitiul 1.3.1. Demonstrati ca urmatoarele siruri sunt fundamentale:

n+3 1 1 .
a) X, = ,NEN b)xn:1+—3+...+—3,neN

5n+4 2 n
C)Xn: w’ne]ﬂ*d)xn: M,nel\f

= k = 'S

k=1 k=1

n k
e)xn:ZsinZE,neN* f) X, = Z—,neN*

k=1 k k=1 k!(k+ 2)

Exercitiul 1.3.2. Fie (X,), € y un sir de numere reale cu proprietatea ca exista CER, 0 < ¢ < 1 astfel incat
[Xn+1 - Xn| < ¢*|Xn — Xn1| PENtruU Orice n € N. Sa se arate ca sirul (X,), € x este fundamental.
Exercitiul 1.3.3. Stabiliti daca urmatoarele siruri sunt convergente:

n+3 n+2
a) X, = ,NEN b) x» = —— ,NEN
2n+1 3n°+1
), n
C)X,=|cos|nN—|[n°,neN d)x,=(1+cosnr) ,NEN
( ZD n+1
n n |
e)xn=zi3,neN* f)xn=zcos(2k'),neN*
i K o K
1-3-5...(2n-1) .
9) Xn = ,NEN
2-4-6...(2n)

R. a) convergent, b) divergent, ¢) divergent, d) divergent, ) convergent, f) convergent, g) convergent.
Exercitiul 1.3.4. Determinati limitele extreme ale sirurilor:

1 (-)" . ( TE] N
a) Xp=—~n +SINj N— |, neN".
n 2
b) X, =@+ (LD, neN

G R L

n= N,
c) X 5

R.a)-1,1;b)0,0;¢)0, 1.
Exercitiul 1.3.5. Determinati limitele sirurilor:
n+1g 2 1 &1 .
a) Xp = . — ,NEN b)X,= —— ) —,neN,n>2
2" =k Inn &k

n

&) %o = %V(n DN +2).(20) .neN n>2
4

R.a)1,b)1,¢) —.
e

Exercitiul 1.3.6. Sa se studieze natura seriilor urmatoare si si se calculeze suma in caz de convergenta:

2n+1 1
- - - >0
A2 nnidne2) 2, =

,
n>1 nx1 (O(' + n)(OL +nN +1)




I I DO ]
0 Z(Q/g—”%) 1:)Zln((n+1)/n)

=~ = Inn-In(n+1)
2
n“+n+1
g) arctg— h)  ——
nZ; +n+1 ; (n+1)?
1 1
1 n 1 1
Indicatie: arctg————— = arctg n_n+l _ arctg ~ —arctg——
n’+n+1 1.1 1 n+1
n n+l
1
R. a) convergentd, s = —, b) convergenta, s = ——
4 a+1’
o . .
c) convergenta, s = — d) divergenta, lim S, =™,
(1_ (X.) n—o
1

e) convergenta, s = \/g - 1, f) convergenta, s = |_ ,

(L
g) convergenta. s = Z , h) divergenta.

a)Zarctg( j b d.n-a".a>0 ¢ > tg" (1+ 1)

n>1 n>1 n>1

0% (5-3)0 25

R. a) convergentd, b) convergenta daca a < 1, divergentd daci a > 1,
¢) divergentd, d) convergentd, e) convergenta.
Exercitiul 1.3.8. Folosind criteriul raportului, sa se studieze convergenta urmatoarelor serii:

12 2n-1
)Y b>z% >z(”)

n >1 nx1 n>1

1-3-5-...-(2n -1
0 Z n" ' (2n-1)
n>1 € n>1 n21258(3n_1)

R. a) convergenta, b) convergenté, c¢) convergentd, d) convergenta,

e) divergenta, f) convergenta.

Exercitiul 1.3.9. Si se studieze convergenta urmatoarelor serii alternate. In caz de convergentd, sa se
precizeze daca seriile sunt semiconvergente.

(1" (1"
"Zam1 "2

Z( 1) d) Z (_1)!’1—1

n>1 n>1 n(n +1)




s ST

R. a) semlconvergenté, b) semlconvergenta, c) absolut convergenta,
d) semiconvergenta, e) divergentd, f) absolut convergenta

Exercitiul 1.3.10. Demonstrati ca urmatoarele serii sunt absolut convergente:

2 Zsln(na) rib) Zcos(na) RO) Zsln(na)

n>1 nx>1 n>1

oy - . .. - . .o A 2.
Exercitiul 1.3.11. Sa se aproximeze sumele seriilor urmatoare cu o eroare mai mica decét 10™:

2n+1 ( n+l_
>Zlon >Zw§)n 9D o PN

n>1 n>1 n=0 n>1

R. a) s = s, =0,1050000000; b) s = s7; = 6,676399794;
¢) s~ s5=0,6718750000; d) s = s5 = 0,6333333333

Exercitiul 1.3.12. Sa se determine suma seriei de termen general x, daca:

2n+1 . 3"+ 2"
W,HEN b)xn=6—n,neN
n

¢) X, =1In 1+L ,neN’
n(n +3)

d)Xn=\/n+2+OL—2\/n+1+OL+\/n+OL,nEN,OLER+
a T

e)x,=Incos —,a €| 0,
2" ( 2)

R.a) 1:b) 7/2:¢) In3:d) Vo —v1+a ; €) In sngza'

o

a) X, =

Exercitiul 1.3.13. Sa se stabileasca natura seriilor urmatoare:

a) ZM,p>O ag(0,m) b) Y (-1 2r;+1
n>1 n>1

c) 22 d) .n’? sm—
n>1 n>1

e) ;n f) ;{n In(1+ 1) cos%}

R. a) convergenta, b) convergenta, c) convergentd, d) convergenta,
e) divergentd, f) convergenta.



tgﬁ,a>o,

n

Exercitiul 1.3.14. Sa se stabileasca natura seriei Z a"
n>1

o€ (0, m).

R. Seria este convergenta pentru a € (0, 2) si divergenta pentru a > 2.

Exercitiul 1.3.15. Sa se stabileasca daca se poate aplica criteriul Iui Leibniz pentru seriile:

w1 l+cosnm
a) Y (-1) 1'T

n>1

b) Z cosnmw

=} arctg(tg n)

n? +n+1
c) an
o1 n+1

R. a) Nu, b) Da, c) Da.



2 SERII DE PUTERI REALE. DEZVOLTARI IN SERIE TAYLOR

2.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
2.1.1. Serii de puteri reale.

Definitia 2.1.1.1. Fie (ay), €y un sir de numere reale. Se numeste serie de puteri reale cu coeficientii a,,
n €N, seria de functii an , unde
n>0
fax) = ax", NEN, XER.
Principalele rezultate privind multimea de convergentd a unei asemenea serii, precum si
proprietatile sumei, (datorate matematicienilor Abel, Cauchy, Hadamard) sunt concentrate in teorema
urmatoare.

Teorema 2.1.1.1. Fie Zanx” , XER o serie de puteri reale, cu coeficientii dati a,, n€ N si » > 0 definit

n>0

prin:

0 ,daca limy/|a | =

1 —
r= __—,daca0< limn a, <o

limy/|a, |

o0 ,daca limz/a, |=0
Atunci:

a) dacdr=0, singurul punct de convergenta al seriei este X = 0;

b) dacar >0, seria este absolut convergenta pe intervalul (-r, r) si este divergenta pentru |X| > r;

€) dacd X = r este punct de convergenta al seriei, atunci suma sa este continua in acest punct; analog
pentru X = -r;

d) dacd r > 0, suma seriei admite derivate de orice ordin in intervalul (-r, r) si aceste derivate se pot
calcula prin derivare termen cu termen;

e) dacdr> 0, seria poate fi integratd termen cu termen pe orice interval [a, b]  (-r, r).

Observatia 2.1.1.1. a) Numarul r se numeste razd de convergentd a seriei de puteri. Formula de calcul
pentru r se numeste formula Cauchy-Hadamard.

. |a .
b) Se poate demonstra ci, daca lim Nl existd, atunci existd si IILm 0| a, | si cele doud limite sunt
00

n—o ‘ an
. 5 aoiatx It an+l -1_' an+l : _ ~1_
egale. Prin urmare, daca exista lim |22, atunci — = lim |—™%| (cu conventia — =oosi — = 0).
n—»m an r n—» an 0 00

2.1.2. Serii Taylor. Dezvoltiri in serie.

Definitia 2.1.2.1. Fie (a,), € y un sir de numere reale si n € N, fixat. Se numeste serie Taylor, cu coeficientii

an, NE N, centratd in x,, seria de functii an , unde f,(X) = a,(Xx—Xo)", NEN, XER.
n>0
Este evident ca orice serie de puteri este o serie Taylor centrata in punctul
Xo = 0. De asemenea, dacd X, €R, Xp # 0, printr-o translatie x—Xo= Y, o serie Taylor centratd in X, Se
transforma intr-o serie de puteri, centratd in origine. Din acest motiv, teorema 2.1.3.1. de la serii de puteri
poate fi extinsa usgor la serii Taylor. Se obtine astfel:

Teorema 2.1.2.1. Fie an o serie Taylor cu coeficientii a,, N € N, centrata in Xg i r > 0 definit prin:
n=0



0 ,daca limy/|a, | =
1 —
r=y=———=,daca0<limya, <o
limy/|a, |
0 ,daca limy/|a, |=0
Atunci:
a) dacar =0, singurul punct de convergenta al seriei este X = Xo;
b) dacar> 0, seria este absolut convergenta pe intervalul (Xo — T, Xp + 1) si divergenta
pentru [X — Xo| > 1;
c) dacdr> 0, seria este uniform convergenta pe orice interval [a, b]< (xo =1, Xo + 1);

d) daca x = X + r este punct de convergenta al seriei, atunci suma sa este continua in acest punct;

analog, pentrux =X, —;

e) daca r> 0, suma seriei admite derivate de orice ordin in intervalul (Xo —r, Xo + ) si aceste derivate

se pot calcula prin derivare termen cu termen;

f) dacd r> 0, seria poate fi integratd termen cu termen pe orice interval [a, b] C (Xo — I, Xo + I);

Rémane valabila observatia referitoare la determinarea razei de convergenta r.

In teorema precedents, fiind dati coeficientii a,, NE€ N si punctul fixat X, € R, se deduc proprietiti ale
sumei seriei. Problema poate fi pusd insd si invers: fiind datd suma seriei si punctul fixat X, €R, sa se
determine coeficientii a,, N€N. Apare, astfel, problema gasirii unei serii Taylor a carei suma s fie o
functie datd, functie care se va numi dezvoltabila in serie Taylor.

Definitia 2.1.2.2. Fie | un interval deschis al axei reale, /-1 — R, X, € |. Functia f se numeste dezvoltabild
n serie Taylor Tn jurul punctului xo, daca exista sirul de numere reale (a,),  y $i € > 0 astfel incat:

o (Xo—¢, X% t¢&) Cl,e<r, unde r este raza de convergenta a seriei Taylor cu coeficientii a,, NE€ N,

centratd in Xo ;

e pentru orice X (Xo — &, Xo + €) avem f(x) = Zan (X—=X%,)" .
n=0

Apar Tn mod natural doua probleme:

e In ce conditii o functie f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul unui punct dat?

e Cum se pot calcula coeficientii a, h € N,daca se cunoaste functia f?
Referitor la problema a doua, tindnd seama de teorema 2.1.4.1., €), avem:
Teorema 2.1.2.2. Fie f :] — R, Xo €| fixat. Daca f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului Xp,
i f (n)

(Xo) "
nt

atunci f admite derivate de orice ordin in X, si, pentru orice NEN, @, =

Observatia 2.1.2.1. Din aceasta teorema rezultd ca existenta derivatelor de orice ordin intr-o vecinatate a
lui Xy este o conditie necesard pentru ca o functie sa fie dezvoltabild in serie Taylor. Ea nu este insa si
suficienta.

1

Exemplul 2.1.4.1. Functia f: R—R, f(X) = e X, x>0 are derivate de orice ordin pe R, f(o)(”) =0, pentru
0 ,x<0

orice neN. Ea nu este insd dezvoltabild in serie Taylor in jurul punctului X = 0, pentru ci, daci ar fi, ar

rezulta

a, =0, ne N i, prin urmare, f(x) = 0 pentru orice x € (-¢, ¢), ceea ce este fals.

Observatia 2.1.2.2. Din teorema precedenta rezultd ca, daca f este dezvoltabild in serie Taylor in jurul

punctului xo, exista o singura serie Taylor a carei suma sa fie f pe intervalul (xo — &, Xo + €) si anume, seria
1

cu coeficientii a, = —'f ((;:) , NEN. Aceasta serie se mai numeste seria Taylor asociata funcfiei f in jurul

n:

punctului Xo. Prin urmare, referitor la prima problema formulatd anterior, este suficient sd stabilim in ce

conditii o functie indefinit derivabild (are derivate de orice ordin) este suma seriei Taylor asociate pe

intervalul (xo — ¢, Xo + €).



Pentru aceasta, este deosebit de utila urmatoarea:
Teorema 2.1.2.3. Fie f: I —R o functie de n+1 ori derivabild pe intervalul I, X,€ | fixat. Atunci, pentru
orice x € 1, exista cel pu;in un punct & (depinzénd de x) situat intre X, si X, astfel Tncat:

0=+ -0 (x4 00 ey T ey
)
(n+1)l( o)

Aceasta este formula lui Taylor pentru o functie reala, de n+1 ori derivabild pe | cu restul R(x) =

(n+l)
@) LA O

X,)"* in sensul lui Lagrange. Polinomul:
(n+1)!

T(X):f(x0)+f'(])-(o) @(X—XO)ZJF PRRAICS! (n)( X,)

(X=Xg) + (X=X,)"

se numeste polinomul Taylor de gradul n asociat functiei f si punctului fixat Xo.

Observatia 2.1.2.3. Coeficientii a,, N € N obtinuti in teorema 2.1.4.2. coincid cu cei din formula lui Taylor
pentru functia f si punctul X,. Deci, polinomul lui Taylor T,(X) asociat functiei f si punctului Xy este suma
partiala de ordin n a seriei Taylor asociate functiei f Th jurul punctului X, si, prin urmare, referitor la prima
problema, obtinem acum:

Teorema 2.1.2.4. Fie f: >R o functie indefinit derivabila (are derivate de orice ordin) pe o vecinatate a
punctului fixat xo € I. Atunci functia f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului Xy, daca si numai

daca, existd o vecinitate V a punctului Xo, Tncat, pentru orice x€ V avem lim R,(x)=0 .

n—o
Cu ajutorul acestei teoreme se obtine usor urmatorul criteriu, utilizat de obicei in practica:
Teorema 2.1.2.5. Fie f:I>R o functie indefinit derivabila pe o vecindtate V a punctului fixat xoe .
Presupunem ca exista M > 0 astfel ca, pentru orice n€N si orice X€ V, sd avem \f(x)(")| <M (functia f are
derivatele egal marginite pe V). Atunci f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului X, adica f(x) =
. f((:o)) n .
Z : (X —X,)", pentru orice x€ V.
n=0




2 SERII DE PUTERI REALE. DEZVOLTARI IN SERIE TAYLOR

2.2. Exercitii rezolvate.

. § . . . 3 . 1 X
Exercitiul 2.2.1. Sa se determine multimea de convergenta si suma seriilor de puteri: a) Z )" —;
n
n>1
2n+1
X
b) » (-1)"
; 2n+1
Solutie.
1 .
a) Raza de convergenta este: r = = lim Q/ﬁ =1
— 1 n—o0
limo/|(-1)"** =
n
: 2n+1 1 1 *
Pentru x = -1 obtinem f(-1) = (-1)™"" —=- —,neN.
n n

Seria generatd de sirul numeric {f,(-1)}, ey are aceeasi natura cu seria armonica, deci este divergenta.
1 .

Pentru x = 1, obtinem f,(1) = (-1)""* =, nEN’. Acest sir genereazi seria armonic alternati care, conform
n

criteriului lui Leibniz, este convergenta. Multimea de convergenta a seriei de puteri considerate este deci (-
1,1].
0 X n
FieS: (-1, I] >R SK) = Y ()" - —
n-1 n
Pentru orice xe (-1, 1), S’(x) = f:(—x)”"1 = 1
o 1+X

n=1

1
Din S’(x) = 1 , X€ (-1, 1) si S(0) = 0 rezultd S(x) = In(1+x) pentru orice x € (-1, 1). Tinand seama de
+ X

- 1
observatia de mai sus, rezulta ca Z(—l)n+1 = =51 = limsx) = lim In (1+x) =In 2.
) n x—1 x—1

Deci, suma seriei armonice alternate este In 2. Acest rezultat permite aproximarea numarului In 2
prin numere rationale si evaluarea erorii facute.

b) Raza de convergenta este datd de : r = ———=—= unde
limy/a,,|
0, daca m = 2n
an =1 (=1"

dacam=2n+1

2n+1
0, daca m =2n

Deci a,, | =

Y e,
1 dacam=2n+1 Deoarece rLILT!O Um =1, sirul (Y] @,, | Jme v are punctele de

Ym

acumulare 0 si 1. Prin urmare lim g/|a | =1, decir=1.

m—o0



. . . 1 < .
Pentru x = -1 se obtine seria numerica Z(—l n care este convergentd (se aplica

=0 2n +1
criteriul lui Leibniz).

o n 1 y
Pentru x = 1 se obtine seria Z (-1 care este de asemenea convergenta.
=0 2n+1
Prin urmare, multimea de convergenta este A = [-1, 1].
© 2n+1
. n X . .
Fie acum S : [-1, 1] —»R S(X) = Z(—l) il Aplicand teorema de derivare termen cu
— n+
n=0

o0 o0 1
termen, deducem ci, pentru orice X € (-1, 1), S’(x) = Z (-)"x*" = Z (-x*)" = i Deci S(x) =
n=0 n=0 + X

arctg x + C. Din S(0) = 0 rezulta S(x) = arctg x pentru orice xe (-1, 1). Deoarece S este continua in 1,

. T . . - . .
deducem acum ca S(1) = lim SKx) = Z, rezultat ce permite aproximarea numarului © prin numere
X—1,x<1

(L
rationale si evaluarea erorii facute. Analog se obtine S(-1) =- —.

4

Exercitiul 2.2.2. Sa se determine multimea de convergenta a seriei:

n+1 x2-2Y 1
-n". e
2D (1—2x2j 2

—~d n+n+1

Solutie.
x2_2 n+1
Daci se noteazi ——— =Y se obtine o serie de puteri cu coeficientii a, = (-1)" n2+4n4+1l-

1-2x2

an+l

an

NEN. Raza de convergentd a acestei serii de puteri este r = 1 deoarece lim =1. Multimea de

n—oo

convergentd a seriei Zany" este [-1, 1]. Multimea de convergentd a seriei date se obtine acum
n>0
2

rezolvand -1 < X— <1, de unde rezulta
1-2x?
X€E (-0, -1] U [1, ).
Exercitiul 2.2.3. Si se arate ci functiile f(x) = sin x, g(x) = cos X si h(x) =" x € R sunt dezvoltabile in serie
de puteri pe R si sd se determine seriile corespunzatoare.
Solutie.

.. . < = £n) . nm
Prin inductie se arati ca f™(x) = sin| X + 7 ,

M) — N 0y —ox - :
g"’(x) =cos| X + > si h™(x) =e” pentru orice XxERsineN .

Deoarece [f(x)| < 1 si |g™(x)| < 1 pentru orice XER si NEN rezulta ca f si g sunt dezvoltabile Tn
serie de puteri pe R.

Pentru orice a >0 si orice x€[-a, a] si neN avem 0 < h®(x) < ¢® deci h este dezvoltabila in
serie de puteri pe orice interval de forma [-a, a] deci este dezvoltabila pe R.

Pentru n = 2m avem f"(0)= sin mz = 0, g™ (0)=cos mx = (-1)", iar pentru n = 2m+1, f(0) = sin

(ma + g> = (-1)"si g™(0) = .

Rezulta dezvoltarile:



3 5 2m+1

_ x> x m X
sinx= ———+——..+ ()" —+..=
n 3 5 2m+1)!
0 0 X2m+1
= Z(_l) AN
o (2m+21)!
2 4 2m
cosx:l—x—+x——...+(—1)m X -
21 4 (2m)!
0 " X2m
=2 (-1
0 (2m)!

pentru orice X € R.
Cum h®™(0) = e” = 1 pentru orice NE N rezulta dezvoltarea
'] n
ex_zx ST I IV
~ n! il 2! n!
pentru orice X € R.
Exercitiul 2.2.4. Sa se dezvolte in serie de puteri functia:
fX)=(1 +x)*cux>-1,0 € R
Solutie.
Prin inductie se demonstreaza ca
%) =a(a-1) ... (a—n+1) (1 +x)*" deci
f%0) =a(a-1)... (a—n+1).
Se obtine dezvoltarea

iloc-(oc—l)-...-(OL—n+1)Xn

L+x)=
n=0 n!

pentru [x| < 1.
Exercitiul 2.2.5. Sa se dezvolte in serie de puteri functia

f(x) =In (x + V1+X? ), XER.

Solutie.
1
f ’(x)=————, XE€R. Pentru |x| < 1avem: f'(x)=(1 +x*y¥2 =
1+x°
1 1.3-5-...-(2n-1

=1-—x*+.. A+ (=D - - ( ) X*" +... de unde, prin integrare, rezulta f(x) = x +

2-1 2" -n!

2n 1 1
Z( n". ( M X" pentru orice x € (-1, 1).
o -n! 2n +1

Exercitiul 2.2.6. Si se calculeze — cCuU sase zecimale exacte.

Je
Solutie.

0 n

- . X . 1 )
In dezvoltarea e* = Z— punand x = E , obtinem

n=0
_ v D"
= ;2”
1

< F , prin incercari se obtine n = 7, deci

- Cum Tintr-o serie alternatad eroarea este inferioard primului termen neglijat, din

|—\o$||'_‘

2"n!



1 1 1 1 1 1

1

—=1- + - + - + =...
Je 2.1 4.2 8.3 16-4 32-51 64-6!

1
Exercitiul 2.2.7. Sa se calculeze cu trei zecimale exacte J.COS x%dx .

0
Solutie.
4n

= X
Di =) (D"
in cos x ;( ) (20!

¢ > 1 7 &2 1 1
cosx?dx = > (D" ——[x*"dx = > (-1)" —-
;[ o nzz(‘j( ) (2n)!-([x X nzz(;( ) (2n)! 4n+1

, XER, obtinem

Calculand suma primilor cinci termeni prin transformarea lor in fractii zecimale, prin lipsa si prin

adaos acolo unde transformarea nu se face exact, cu patru zecimale, obtinem

1 1
0,9035 < J. cos x?dx < 0,9036, deci J. c0S X 2dX este aproximati cu trei zecimale exacte prin 0,903.

0 0



2 SERII DE PUTERI REALE. DEZVOLTARI IN SERIE TAYLOR
2.3. Exercitii propuse

Exercitiul 2.3.1. Sa se determine multimea de convergenta a seriilor urmatoare:
2n-1

X
nix", xer b -t  XER
a’é X< )é( ) @n-DEn-1' -
X" n+1)"
c Xer d —| x",xer
) 2w )Z( " j

e) » ()" ————1tg"x,xe (—E,Ej

nz>;' 3”’2\/1+n 2 2
11 T 7

R.a) {0}, b) R, ¢) [-L, 1], d) (_E Ej,e) (——,—]

33
Exercitiul 2.3.2. Sa se determine mulfimea de convergenta si suma seriilor de puteri:
4n 3

a) Z XER

~4n-3

n+l

b) ( )n+l cRr

HZ; n(n+ 1)

X , Xe (-1, 1); b) f(x) = (x+1)In (x+1) —x

R a)f(x)—larct X+ lIn 1+
| 2 TN

xe (-1, 1).
Exercitiul 2.3.3. Sé se determine sumele urmatoare, folosind seriile de puteri

2) Z( L Z( 1)””—0) Z( )”+1 — )Z( )— )

> 1
nZ:(; (4n+1)(4n +3)

Indicatie:

1
a) Se foloseste relatia J.XndX = si teorema de integrare termen cu termen a unei serii de puteri:

n+1

i( 1)n+1 i( 1)n+1J'X3n 3dx = J'|:Z( 1)n+1 3n- 3:|

j. dx —1 In2+-—-
1+x® 3 J3)

b) Se procedeaza ca mai sus.

c) Se observd ci Z(—l)n+1

- n+l 1 _OO _n\n+l 1 _
o n( Z( D {Zn 1 n} B _nzzl:( D 2n -1

fgeer-

n

0
n+1 1
(=1)"" —, a céror sumi se determina folosind teorema de derivare termen cu termen a unei serii de
n’

puteri. Suma ceruta se obtine pentru X = 1.



6n+1

d) Se foloseste seria de puteri » (=1)"
Z{ 6n+1

si teorema de derivare termen cu termen.

e) Se descompune in fractii simple.
(4n+1)(4n +3)

1 T 1 T T
Ra)=|IN2+—|.b) ——|INA+vV2)+=|,0) = -In2,
a)3(n +\/§J )Zﬁ{n(+ )+2} c)2 n

1 T i
d) ——In(7 +4J/3) +—, &) —.
)4\/§n(+ )+6€)8

Exercitiul 2.3.4. Sa se determine mul{imea de convergenta si suma urmatoarelor serii de puteri:

a) > (n+1)x"

n>0

1 n+2
b -
) nZ; n(n+1)(n+2) X

5]

> N
2N+2 504
d Y ——X
)§2n+1
—_v)? 2
R.a) S(x) = 5 X€ (-1, 1); b)S(x):-(l X) |n(1_x)_§+3L
1-x) 2 2 4

—X
, XE (-0, 0/; d) S(x) =

xe (-1, 1) iar in -1 si 1 se prelungeste prin continuitate; c¢) S(x) =

2x3 —x 1. 1+
=In xe(—l, 1).
1-x? 2 1-x

. = 1 1
Exercitiul 2.3.5. Sa se calculeze s = Z o
“~((@n+1) 3

R. Se studiaza seria de puteri Z;z x At
o (4n +1)37"
Se obtine S(X)= £ In—— \/_ 3+X \/_ arctg (— \/§, \/§) si

@

3—x
5:5(1):§In(2+\/§)+

Exercitiul 2.3.6. Sa se dezvolte in serie de puteri urmatoarele functii indicand i multimile de convergenta:

i
12

2x -3 3x-5
a) f(X) =In (1 + X) b)f(X) = W C)f(X) = m
2 : 1+Xx
d) f(x) = xe e) f(x) =sin 3x + x cos 3x f) f(x)=In 1-
) f(x) = In(1 + x - 2x%) h)f(x) = sin’xcos’x i) f(x) = (1 + &)

>f(>—jwdt



R. a) i(—l)”“XT,xe(-l, 1], b) i(n+3)xn x| <1,
n=1

n=0
© 2 ( 1)n+12n -1
c) nz_(;(l+3”*lj X <1, d)X+nZ;W,XER
© . (n + 2)32[1 2n+1 0 2n+1
2 , 2 -1, 1
6) ZO( 1) 2n <) R; ) Z [XEELD)
© ( 1)n+12n _1 . ( 1 1:|
—X 1 __,_ y
g)Z; n 7272
. 24n -3 2
h) Z( D" G <F
n n-1
i)8+32wxn,x ER;
n-1 n:
© . X2n+1
DN XE [0, )

— 2n+1)!1(2n+1)
Exercitiul 2.3.7. Fie f(x) = arcsin x, xe [-1, 1]
a) Sa se dezvolte aceasta functie in serie de puteri ale lui X
=12.3%.....(2n-1)?

b) Folosind aceasta dezvoltare sa se calculeze suma Z

~  (2n+2)R>

Indicatie:
a) Se deriveaza functia si se dezvolta derivata in serie de puteri. Prin integrare termen cu termen se obtine,
pentru xe (-1, 1)

(2n _l)“ X2n+l
aI’CSInX—X+Z (2n)|| 2n+l
n=1

n-pr 1 1
@n!t 2n+1  J2n+1)°

Deoarece , dezvoltarea se prelungeste la intervalul [-1, 1].

b) Deoarece J.arcsin xdX = x arcsin x + V1—x> + C, integrand termen cu termen seria de la a),
punand x = 0 se obtine ¢ = -1, deci

2 0 —1n
2 4 (2n -1 ! x*"? = xarcsin x + V1-x* -1
2 =@n)(2n+1) 2n+2

1 2n-D1 1 1
Pentru X = — obtinem Z T

2 = (@nN(2n+1) 2n+2 2°™
L

9
= E+7——. Deoarece (2n + 2)! = (2n - D)M(2n)!(2n + 1)(2n + 2) rezultd ca suma cerutd este

k3 \/_ 9

1228

Exercitiul 2.3.8. Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui X functia

arcsin x )’
f(X) = (Tj .

Indicatie:




Folosind dezvoltarea functiei arcsin X, pentru x # 0, se obtine dezvoltarea in serie de puteri a

_aresinx oo
functiei ————— i apoi se ridica la patrat.
X

Exercitiul 2.3.9. Sa se calculeze cu trei zecimale exacte integralele urmatoare:

2 - 1
sin x dx
a) | ——dx b
~! X ~([1+ x*

1/4

1 _x
c) Ie‘xzdx d) Ie—dx
0 0,1X

R.a) 1, 605...;b) 0,927...:c) 0, 244...; d) 3, 518...



3 FUNCTII CONTINUE

3.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.
3.1.1. Spatiul euclidian R”

Pentru peN’, p > 2 fixat, se defineste
RP= R xR x:--xR ={(x), Xp, ..., Xp) : X1, X, ..., xp R}
depori
De exemplu, R% = {(x, y): X, yER}
R®*={(x,y,2): X, Y, ZER}
Multimea RP poate fi inzestratd cu o structurd algebricd de spatiu vectorial real, definind adunarea si
inmultirea cu scalari prin:
(X1, X2 ooy Xp) + (Y1, Y2, ooy Vp) = (Ko Y1, X2 + Yo, oo, Xp + V)
o (X1, Xz, ..., Xp) = (0Xg, OXa, ..., OXp)
pentru orice (Xi, Xz, ..., Xp), (Y1, Y2, .-, p) € R° sia€R.

In timp ce multimea numerelor reale este total ordonata, intre elementele multimii RP nu poate fi
definita o relatie de ordine totala compatibila cu structura algebricd, de aceea unele proprietati ale functiilor
reale de o variabila reala (legate de monotonie, spre exemplu) nu se pot enunta in cazul functiilor reale de
mai multe variabile reale (functii definite pe o parte AC R cu valori in R).

Structura de bazd insa cu care trebuie sa fie dotate multimile pentru studiul caracteristic analizei
matematice, bazat pe notiunea de limitd, este cea de spatiu topologic, in care se poate exprima faptul ca
doud elemente sunt sau nu apropiate, cu ajutorul notiunii de vecinatate, in cazul general, sau cu ajutorul
notiunii de metrica (sau distantd) in cazurile uzuale.
Definitia 3.1.1.1. Daca X este o multime nevida astfel incat, pentru fiecare X € X, sa poata fi evidentiata o
familie 11x) de submultimi ale lui X cu propriettile:
[Vi] oricare ar fi V€ UX), xeV;
[V.] dacda U, Ve ¢x) atunci U N Ve UX);
[Vs] daca Ve Ux) si VA atunci A€ UXx);
[V4] oricare ar fi Ve X) exista We 9AX) incat Ve y) pentru orice ye W,
atunci se spune cd pe X este definitd o structura topologica (sau o topologie) . Multimea X se numeste in
acest caz spatiu topologic, iar familia 1{x) se numeste Sistem de vecinatati ale punctului x.
Definitia 3.1.1.2. Fie X o multime nevida, arbitrara. Functia d : X x X — R satisfacand proprietatile:
[D1] d(x, y) = 0 pentru orice X, y € X; d(X, y) = 0 daca si numai daca x =y
[D,] d(x, y) = d(y, X) pentru orice x,ye X
[Ds] dx, z) <d(x, y) + d(y, z) pentru orice X, y, ze X
se numeste metrica (distantd) pe X, iar perechea (X, d) se numeste spagiu metric.

Daca (X, d) este un spatiu metric, X € X, r€ R, r>0, atunci mul{imea:

S(x, r) ={ye X: d(y, x) <r}

se numeste sferd deschisa cu centrul in x si raza r.
Teorema 3.1.1.1. Daci (X, d) este un spatiu metric, pentru fiecare x € X, familia 1{x) = {Vc X: 3 r>0,
S(x, r) C V} formeaza un sistem de vecinatati ale punctului X; deci orice spatiu metric este in mod natural
un spatiu topologic.

Tn plus, pentru orice x € X, AXx) are doud proprietiti remarcabile:

1) Dacid x, yeX, x # y atunci exista Ue ¢x), V € Ly) astfel incet U N V = @
(proprietatea de separare)
2) Existd (Vo) e n- < UX) astfel incat:
- oricare ar fi V€ () existi np€ N incat Vno cV
-daci n, meN’, n < m atunci V, D Vp, (aceasta proprietate este cunoscutd sun numele de
prima axiomd a numarabilitatii)
Aceste proprietdti permit rezolvarea unor probleme mari (unicitatea limitei, caracterizarea limitei si
continuitatii unei functii cu ajutorul sirurilor, etc) la nivelul spatiilor metrice, la fel ca in cazul axei reale.



Observatia 3.1.1.1. Structura de spatiu metric pe X Nnu presupune existenta unei structuri algebrice pe X.

Revenind la R care este inzestrat cu o structurd algebrica pe spatiu vectorial real, putem defini in
mod natural o structurd de spatiu metric (deci o structurd topologica) utilizdnd doud notiuni particulare
importante, produsul scalar si norma, care se definesc numai in spatii vectoriale.
Definitia 3.1.1.3. Produsul scalar euclidian intre elementele lui R” este definit prin:

<X, V> =Xy1 Xy + ..+ XpYp

pentru orice X = (X1, Xz, ..., Xp) , Y = (Y1, Y25 ..., ¥p) € R".
Norma euclidiand pe R’ este generati de produsul euclidian:

— _ 2 2 2
M= <X, X > = X2+ X2 +...+ X2

pentru orice X = (X1, Xp, ...,Xp) € RP.
Distanta euclidiana este generatd de norma euclidiana:

d0x,y) = I -¥ = 3/ (% = Y2)? + (X, = Y5) 2+t (X, = Y,)?
pentru orice X = (X1, Xz, ..., Xp), Y = (Y1, Y2, -+ ¥p) € RP.
Se demonstreaza usor ci d satisface proprietitile [D;], [D,], [Ds] din definitia 3.1.1.2., deci (R?, d) este
spatiu metric si, prin urmare, spatiu topologic; sistemul de vecinatiti ale fiecirui punct din RP se defineste
ca in teorema 3.1.1.1.
Observatia 3.1.1.2. a) Pentru p = 1 avem ||| = ||, distanta euclidiana este d(x, y) = | X —y |, iar pentru & >
0siX €R,SXo, N ={XER, | XX |<e} =X —¢& X0+ &).

b) Pentru p = 2, daca (x, y) € R? avem ||(x, y)|| = \/XZ + y2 care reprezinta lungimea segmentului ce
uneste punctele O(0, 0) si A(X, ¥); distanta euclidiana este:

d((X1, Y1), (X2, ¥2)) = \/(Xl - Xz)z + (yz - y2)2
iar pentru & > 0 si (X, Yo) € R’ fixat,
S((X0, Yo &) = {(x, ») € R%, (X—Xo)* + (¥ —Yo)’ <&’}
este interiorul cercului cu centrul n (Xo, Yo) siraza e, adica discul cu centrul in (Xo, Yo) i raza €.

c) Pentru p =3, avem ||(X, Y, 2)|| = \/XZ + y2 +2° , ar distanta euclidiana este:

d((X1, Y1, Z1), (X2, Y2, 22)) = \/(Xl - Xz)z +(y, — y2)2 +(z, - 22)2
pentru &> 0si (X, Yo, 20) € R fixat,

S((Xo, Yo, 20), &) = {(%, 3, 2) € R’ (X—Xo)* + (Y —Yo)’ + (2 - 2)" <&}
este interiorul sferei geometrice cu centrul Th (X, Yo, Zo) siraza .

3.1.2. Siruri in R,

Definitia 3.1.2.1. Se numeste sir de elemente din R’ orice functie f : N — RP; pentru orice n€ N, termenul
derang n, x, = f(n) € R", deci este de forma x, = (Xa}, Xo*, ...xa") unde X', X, ...x.,"€ R. Pentru fiecare k
=12, .pfiefc N — R, fy(n)= XX, Sirurile fy, o, ..., f de numere reale se numesc siruri componente ale
sirului f.

Considerand RP inzestrat cu metrica euclidiand, se pot defini, la fel ca pentru sirurile de numere
reale, notiunile de punct limitd, punct de acumulare, sir convergent, sir fundamental.
Definitia 3.1.2.2. Fief: N — R f(n) = X, un sir de elemente din RP. Sirul f se numeste convergent daca
existdi Xx€ RP astfel incat pentru orice € > 0 existd Nng€ N ncét, oricare ar fi n > ng, d(X,, x) < . Elementul
X se numeste punct limitd pentru sirul f. Tn caz contrar, sirul f se numeste divergent. Sirul f se numeste gir
fundamental (sau sir Cauchy) daca pentru orice € > 0 existd N € N incat, daca n, me N n>nq, m>ng atunci
d(Xn, Xm) < & sau, echivalent, d(Xn, Xa+p) < & pentru orice n > ng §i orice p € N.

Teorema urmitoare stabileste faptul ci studiul sirurilor din RP, p>1 se reduce la studiul sirurilor
din R si ci R” Inzestrat cu distanta euclidiani este un spatiu metric complet.
Teorema 3.1.2.1. Fief: N — RP, f(n) =X, = (X,", X2 ..., xa") un sir de elemente din RP. Pentru fiecare k
=12 .., pfiefaN — R fi(n)=x"



a) Sirul f este convergent si are limita x = (X, X ..., x*) € R daca si numai daca sirurile componente f;,
f,, ...fp sunt convergente si x“= lim Xnk, k=12..p

n—o
b) Sirul f este sir fundamental daca si numai daci toate sirurile componente sunt siruri fundamentale.
c) Sirul f este convergent daci si numai daci el este sir fundamental, deci R’ in raport cu distanta euclidiani
este spatiu metric complet.
Observatia 3.1.2.1. a) Din aceasti teoremd deducem ci limita unui sir convergent din R’ se calculeazi pe
componente.

. 1 1
De exemplu, sirul f: N — R f(n) 2( j converge catre (0, 1).

n ' n+2
b) Tn RP, p > 2 nu se pot defini convenabil siruri monotone, ca in cazul sirurilor de numere reale, deoarece
n R®, p > 2 nu se poate introduce o relatie de ordine totald compatibil cu structura algebric.

3.1.3. Limita unei functii de mai multe variabile

Este cunoscutd, din liceu, notiunea de limitd a unei functii reale de o variabila reald intr-un punct
de acumulare al domeniului sau de definitie. Prezentdm acum aceastd notiune pentru functii definite pe o
parte AC RP cu valori in R. Este necesar s precizdm, mai intai, notiunea de punct de acumulare al unei
multimi AC  RP. Acest lucru este posibil la fel ca in
AC Rdeoarece cunoastem sistemul de vecinititi ale fiecirui punct din RP.
Definitia 3.1.3.1. Considerim RP inzestrat cu metrica euclidiana.
FieAc RP, xe RParbitrare. Elementul x se numeste punct de acumulare pentru multimea A, daci oricare
ar fi Ue UUx) avem (Ux}) M4 # @. Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii A se noteaza
A
Definitia 3.1.3.2. Fie AC R, f: A— R o functie arbitrari, |€ R, a€4’. Elementul | se numeste limita

Sfunctiei fn punctul a daca pentru orice vecinatate V € 9{l) exista o vecinatate U € 1{a) astfel incat oricare
ar fi xe (U\a}) M A avem f(x) € V. Se noteazi | = lim f(x).

X—a
Observatia 3.1.3.1. a) Deoarece ac 4, (U\{a}) M A# @ oricare ar fi U e 1{a). Deoarece exista elemente
ale multimii A oricat de ,,aproape” de a, iar functia f ia in acestea valori oricat de ,,aproape” de |. De aceea,
spunem ca | este limita functiei f cand x ,,tinde” la a, ,,se apropie” oricat de mult de a. Este evident ca nu are
sens sd ne punem problema limitei unei functii intr-un punct care nu este punct de acumulare pentru
domeniul sdu de definitie.
b) Definitia punctului de acumulare al unei multimi, precum si definitia limitei unei functii intr-un punct
pot fi extinse, cu aceeasi formulare, la cazul spatiilor topologice oarecare deoarece utilizeaza doar notiunea
de vecindtate. Considerarea spatiilor metrice concrete (care sunt spatii topologice particulare) prezinta
unele avantaje cum ar fi unicitatea limitei, caracterizarea ei cu siruri, care nu se regésesc 1n cazul general.
Teorema 3.1.3.1. Fie f : ACRP—R o functie arbitrari, a€ 4’. Daci functia f are limitd in punctul a, atunci
aceasta este unica.
Teorema 3.1.3.2. Fief: ACRP—R, a€4’, |€R. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

a) 1= lim fx);
X—a
b) pentru orice € > 0 existd 6 > 0 astfel incat, pentru orice x€ Acu 0 <d(x, @) <d sd avem [f(x) - I|
< 8;
c) oricare ar fi sirul (X,), e v de elemente din multimea A\{a} cu lim x, = a avem lim f(x,) = I.
n—oo n—o0
Observatia 3.1.3.2. a) Daci f, g :AACRP—R, a€4’, |ER daci existd Ue 14a) astfel incat pentru orice
xe (U\{a}) N A avem [f(x) - I| < g(x) si daca lim g(x) = 0 atunci, evident lim f(x) = I.
X—a X—a

b) Daci x = (x}, X%, ..., xP),a= (a, @ ..., a") atunci




tinand cont de dubla inegalitate evidenta:

p p
X - a] < /Z(xk—ak)2 <> xf—ak|i=12..p
k=1 k=1

rezulta imediat ¢ | = lim f(x) daca si numai daca pentru orice & > 0 exista
X—a

8 > 0 incét pentru orice X = (X, X%, ..., x*) e Acu0<|x'-&'| <4,i=1 2, ..., psaavem [f(x) - || <e.
¢) Daca exista doud siruri (@,),ey si (D) e v de elemente din A\{a} cu lim a, = lim b, = a astfel incat

n—o n—oo

lim f(a,) # lim f(b,) atunci, evident, functia f nu are limita in punctul a.
n—oo n—oo

Pentru o functie reald de p variabile reale putem defini o notiune particulara de limita, si anume,
limita dupa o directie.
Definitia 3.1.3.3. Dacia f: ACRP—R,ae 4", atunci pentru orice vector
v # 0 din R®, se numeste limita functiei f in punctul a dupd directia Iui v (atunci cand existi) numirul
lim f(a + tv)
t—0
Observatia 3.1.3.3. a) Evident, punctele x = a + tv au proprietatea ca vectorul X — a este coliniar cu v ceea
ce justificd terminologia.
b) Daci existd | = lim f(x) atunci exista si limita functiei f in punctul a, dupa directia lui v si este egala cu I.

X—a
2

y© —2X

5 , Y2 + 2x # 0 are limita -1 in (0, 0) pe orice
+ 2X

Reciproca acestei afirmatii este falsa. Functia f(x, y) =

. . Al
directie dar ~ lim  f(x, y) nu existi, asa cum se constati considerand siruri || —,— cu A
(x,y)—(0,0) n e

parametru real.

3.1.4. Functii reale de mai multe variabile continue intr-un punct.

Definitia 3.1.4.1. Fie f : ACR’—R,a€A M A’. Functia f se numeste continud in punctul a daci existi
lim f(x) si lim f(x) = f(a). Daca functia f nu este continua in punctul a, spunem ci f este discontinua in
X—a X—a

acest punct.
Folosind definitia 3.1.3.2. a limitei unei functii intr-un punct, precum si teorema 3.1.3.2. pentru | =
f(a) rezulta imediat:
Teorema 3.1.4.1. Fief: ACRP—R,a€A M 4’ Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
a) feste continua in punctul a;
b) pentru orice vecinatate Ve 9/ (f(a)) existd o vecinatate U e 1/ (a) astfel incat oricare ar fi xe U
N Aavem f(x) eV;
C) pentru orice € > 0 exista & > 0 astfel incat pentru orice X€ A cu  d(x, a) < 6 avem [f(X) — f(a)| < &

d) pentru orice sir (X,)» ey de elemente din mulimea A cu lim x, = aavem lim f(x,) = f(a)
n—o

n—o
Tinand seama de observatia 3.1.3.2. obtinem:
Observatia 3.1.4.1. a) Daci f, g;ACR’—R,a€ A M A4’ daci existd U€ 7/ (a) astfel incat pentru orice

x€ UM Aavem [f(x) — f(a)| < g(x) si daca lim g(x)= 0 atunci, evident, f este continua in punctul a.
X—a

b) Daci f :A CRP—R,a= (al, a’ .., a’) € A M A’ f este continui in punctul a daci si numai daci
pentru orice € > 0 existd & > 0 incét pentru orice X = (X}, X% ..., x°) €Acu X -a|<8,i =12, .., pavem
If(x) - f(@)] < &.
¢) Daci existi un sir (a,), ey de elemente din A cu r|1im a, = a astfel Incat r|1im f(ay) # f{a) atunci, evident,
—>00 —>00
functia f nu este continua in punctul a .
Folosind notiunea de limita dupa o directie introdusa in definitia 3.1.3.3. obtinem:



Definitia 3.1.4.2. Functia f:A C RP—R este continud in punctul a € AN A’ dupa directia vectorului v + 0
daci lim f(a + tv) = f(a).
t—0

in particular, daca vectorul v are toate componentele nule, cu exceptia componentei a i-a si functia
f este continud dupa directia lui v in punctul a, spunem ci f este continud partial in raport cu variabila x' in
punctul a. Evident, i poate lua oricare dintre valorile 7, 2, ..., p. Avlnd Tn vedere observatia 3.1.3.3. b)
rezultd ca dacd f este continua in punctul a atunci ea este continud dupa orice directie in acest punct; in
particular, ea este continud partial in raport cu fiecare variabila x*, x>, ..., x* separat in punctul a, reciproca
nefiind, in general, adevarata.

3.1.5. Functii vectoriale de variabila vectoriala continue intr-un punct.

Fie Ac RPsif: A—R"™ p >2 m > 2. O asemenea functie se numeste functie vectoriald de
variabild vectoriald sau functie vectoriala de p variabile reale, deoarece pentru orice xe A, x = (X, X4, ...,
X") cu X €R,
i=12 .,pfx) =3 )=y =L YA .., Y™ eR™

Functiile f :A—R , f(x) = y* k=1, 2, ..., m sunt, evident, functii reale de p variabile reale si se
numesc componentele functiei f .

Considerand pe R si R™ metrica euclidiani, dacia € 4 si
I=(% 1 ... ™ € R™ prin analogie cu definitia 3.1.3.2. putem enunta:

Definitia 3.1.5.1. Elementul | se numeste /imita functiei f in punctul a daca pentru orice Ve 7/ (l) exista
U € 7/ (a) astfel incat oricare ar fi xe (U|{a}) M A avem f(x) € V.

Se poate demonstra:

Teorema 3.1.5.1. Elementul | este limita functiei f h punctul a daca si numai daca oricare ar fi sirul de

elemente din A|{a} cu lim x, =aavem limf(x,)=1.
n—0 N—w

Tindnd seama de teorema 3.1.2.1. referitoare la limita unui sir convergent din R™, deducem
imediat:
Teorema 3.1.5.2. Functia vectoriald f : AC R® —R™ are limita in punctul a€ 4’ dacd si numai daci toate
componentele sale au limita in acest punct. Trecerea la limita se face pe componente, adica
lim f(x) =(lim f,(x), iM fx), ..., im f,(x)).
X—a X—a X—a X—a
Studiul functiei f se reduce la studiul celor m componente ale sale care sunt functii reale de p
variabile reale.

Prin analogie cu definitia 3.1.4.1. putem enunta:
Definitia 3.1.5.2. Fief: Ac R —>R"p>2,m>2, a€A MA’. Functia f se numeste continud in punctul

a daca exista lim f(x) si lim f(x) = f(a).
X—a X—a

Tinand seama de teorema 3.1.6.2. rezulta imediat:
Teorema 3.1.5.3. Functia vectoriali f : AC R” —R" este continui in punctul a€ A M 4’ daci si numai

daca toate componentele sale sunt continue in acest punct.



3 FUNCTII CONTINUE

3.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 3.2.1. Studiati convergenta urmitoarelor siruri din R®,

2
a) Xn= n ) n alj

2n+1 n?+1n

b) x,= 1—£,3‘”,cos£j

n
n+1
C) X = | —— ( 1)n+1 j
n
Solutii.
. 1 i n? a1 .
a) Deoarece lim > =1si lim = =0 deducem ci sirul (x,), e €ste convergent
N 2N +1 2’ o n°+1 n—o
si limita sa este lim x, = (— ,1,0) }
n—oo 2

b) Analog se obtine

lim (1—£ 37", cos lj =(Iim[1— l) lim(3™), Iim[cos ED
n—oo n n n—o0 n n—ow n—o0 n

=(1,0,1)
¢) Deoarece a doua componenta a sirului (Xp), €y este un sir divergent rezulta ca (x,), ey este divergent.

Exercitiul 3.2.2. Sa se calculeze:

2 2
im 19X +y7)

a)
(x,y)—(0,0) [XZ +y2
5 lim 1-cos+/x* +y?
(x.y)->(0,0) X% +y?
Solutii.

a) Deoarece tgx” +y7) tg(x +y ) X2 +y? lim M = IImmzl,

/X +y X +y (x,y)a(0,0) X +y t—-0 {
. . tg(x* +y?
lim X?+y® =0rezultica lim X +y) 1-0=0.

(x,y)—(0,0) x0>00  [yz v
2
2sin? X+’ sin X" +y°
2 2 e — D —
1-cosyx“+y _ 2 9 2 1

2 2 = 2 2 )
X“+y X“+y X2 +y°

(x, y) #(0, 0).



: x?+y*  sint _ 1-c0s4/x% +y?
Deoarece lim ——— =0si lim—— =1deducemca lim > > =
(x,y)—(0,0) 2 t—-0 (x,y)—(0,0) X + y

1
=



Exercitiul 3.2.3. Sa se demonstreze cd urmaétoarele functii nu au limita in (0, 0).

X-y
a) f(xy)= ,X+y#£0
X+y
71
e x .
) fy)= g 0
e X +y?

Solutie.

1
a) Consideram sirul (X, Yn))n e+ de puncte din R? x, = —, y, =
n

A
— unde A # -1 este un parametru real.
n

. 1-X . - 1-A .
Atunci lim (x,, yn) = (0, 0), f(Xn, yn) = —— , pentru orice ne N, deci lim f(x,, y,) =—— depinde de
N 1+ N0 1+A

parametrul A. Prin urmare, functia f nu are limita in (0, 0).

1

- 2
b) Consideram sirul (X, Yn))h e x= de puncte din R?, astfel incat lim x,=0,y, =4-€ *, ne N unde A este

un parametru real.
Atunci, evident limy, =0, deci

n—o

Pentru fiecare ne N, avem

lim (x., y») = (0, 0).

2

n—oo

A eig A
f(Xny yn) = _iz _iz = 1+ 7\’2
e +2%

. A
deci lim f(x,, yn) =——
n—w 1+

5 depinde de parametrul A. Rezulta ca functia f nu are limita in (0, 0).

Exercitiul 3.2.4. Sa se demonstreze cd urmatoarele functii sunt continue in (0, 0).

a) fix,y)= x> +y°

(X% + yz)sin;,(x,y) = (0,0)
b) f(x,y)= x> +y?
0, (% y)=(0,0)
ol )
y Infl+— |y#0,xeR
0 f(x,y)= y?
Ol y:O,X S R
Solutie.

a) Prin inlocuire directd obtinem:  lim  f(x, y) = 0 = (0, 0) deci f este continui in (0, 0).
(x,y)—(0,0)

b) Pentru orice (x, y) # (0, 0) avem:

[f(x, y) — (0, 0)] = (x* + y)-|sin

1

§x2+y2



si, evident,  lim ) (x® + y?) = 0. Tinand seama de observatia 3.1.4.1. a) rezulta ci functia f este continui

(x,y)—(0,0
in (0, 0).
c) Pentru orice (x, y) € R?cu y # 0, avem:

NG X2
[f(x, y) — (0, 0)| :y2|”(1+ —Zj Syz'[1+—2] =x2+y?
y y

de unde, ca mai sus, deducem ca f este continud in (0, 0).



Exercitiul 3.2.5. Sa se demonstreze cd urmatoarele functii nu sunt continue in (0, 0):

a) f(x,y)=

X-y
X+Yy
0, X+y=0

3,,2

2 (x.y) % (0,0)

X+Yy#0

b) f(x,y)=1<x%+y?’

1 (x y)=(0,0)
Solutie.
a) Functia f nu are limita in (0, 0) deci nu este continua in (0, 0).
11 . 11
b) Consideram sirul || —,— convergent catre (0, 0). Pentru fiecare nenN, avem f| —,— | =
nn neN® nn
1 n* 1
n® 2 2n*

n—oo

. 11
Deci lim f(— ) —] = 0 #/(0, 0). Tinand seama de observatia 3.1.4.1. ¢) deducem cé f nu este continua in
nn

(0, 0). (Se poate arata ca aceasta functie are limita in (0, 0) dar aceasta nu este 1).
Exercitiul 3.2.6. Sa se studieze continuitatea functiilor:

sin(x® +y°)
——,(X,y) = (0,0
a)f:R2—>R, f(X, y)= X2 +y2 ( y) ( )
a’ (X’ y): (O’O)
1- 1+ X% +y? +2°
b) f:R® = R, f(x, Y, 2) = Xyl 2t ,(X,Y,2) #(0,0,0)
a, (X’ y,Z) = (010,0)
Solutii.
. sin(x® +y?®) o o o o
a) Deoarece lim ——2 2 =0 rezulti ci f este continui in (0, 0) daca si numai daca a = 0.

xy-00) X% 4y?
Cum f este continui pe RA{(0, 0)} pentru orice a € R, fiind compunere de functii continue rezultd ca daca a
=0 functia f este continud pe R? iar daci a # 0, ea este continud pe RA{(0, 0)}.
b) Pentru orice (X, Y, z) # (0, 0, 0) avem:
1- 14 X2 +y* +7° ~x?—y?-27° _
2 2 2 - -
X“+y"+2 A1+ X2 +y2 +27) (X2 +y? +27%)
1

1+ 14x2+y? +7°

. . 1
deci (x,y,zI)ILr(]O,O,O) f(x,y,2) = - 5



1
Cum pe RA\{(0, 0, 0)} functia este evident continui, deducem ci pentru a = -E functia este

1
continui pe R® iar pentru a # - E ea este continud pe R°\{(0, 0, 0)}.

x°y
. o _ ——5,(Xy)=(0,0) 3 .
Exercitiul 3.2.7. Fie f :R* > R, f(x, y) =3 X"+ |y~ | . Sa se demonstreze ca functia f este
0, (x y)=(0,0)
continua dupa orice directie in origine, dar f nu este continua in origine.

Solutie.
Fie (d) o dreapta ce trece prin origine, de ecuatic y = mx, meR,
m # 0. Restrictia functiei f la dreapta (d) este functia g:R — R,
m| X
3 | x| X %0
g(x) =f(x, mx) = 3| X|” +| m| .
0, x=0

Cum Iing g(x) =0 =g(0) rezulta ca g este continua.
X—>

Dacia m = 0 dreapta (d) reprezintd axa Ox. In acest caz g(x) = f(x, 0) = 0 pentru orice X R, deci g este
evident continud in acest caz. In sfarsit, daca (d) este axa Oy restrictia va fi h(y) = f(0, y) = 0 pentru orice
Y ER, deci este continud. Prin urmare, restrictia lui f la orice dreapta ce trece prin origine este continud in
origine.

1
Consideram acum sirul de puncte din R?, ([— , —ZJJ care converge la (0, 0) si observam ca
n .
neN

n
. 11 . n? . o
lim f — |- lim — = oo, deci f nu este continui in (0, 0).
n—oo n n n—o
Exercitiul 3.2.8. Si se arate ci functia f(x) = xa* — 1, a > 1 se anuleazi intr-un punct &€ (0, 1).
Solutie.

Functia f este continua pe R ca functie elementara, deci are proprietatea lui Darboux pe R. Cum
f(1)=a-1>04if(0) =-1 <0, rezulta ci existd £ (0, 1) astfel incat (&) = 0.
Exercitiul 3.2.9. Stabiliti daca urmatoarele functii au limitd in X = 0.

a)f : (-1, D\OJ—RS, F(x)= V1+x—+/1 x’e 1, 1-cosx
X 2X x(\/1+x—1)
1 .
3 = sinx . 1
b) f : R0} —R®, f(x)=| € X ,——,sin—
X X

V1+x -+1-x

- 0
Solutii. a) Fie fy(x) = , X€ (-1, 1) {0}. In x = 0 suntem in cazul de nedeterminare 6 .




\/1+x—\/1—x= @A+x)-@A-x) _ 2
X X(VI+X +V1-X) V1+Xx ++/1-x

3x

Deoarece

pentru orice xe (-1, 1)\{0}

deducem ca |in”|0'|:1 (X) = 1. Notand f,(x) = , X€ R0}, si incercand sa calculdm |iﬁgf2(X)
X X—>

constatam ca suntem din nou in cazul — .

=1

t
e -1

Vom utiliza urmatoarea egalitate importanta: Ilrg "
t—

3x

3 . 3
Deoarece f,(x) = ‘2 pentru orice x # 0 deducem imediat ca IIrTg f,(x) = 5
X—>

1-cosx
X(V1+x =1)
pentru orice x € (-1, «0)\{0} avem
2
25in2 X Z(Sinz)z(j(\/Hx +1) . sin >
2 - =2 |52 (Vi+x +1)

- 0
Fie acum f3(x) = , X€ (-1, ©)\{0}. In x = 0 suntem, din nou, in cazul 6 . Deoarece

fa(

i x(VItx-1) x?

. 1
deducem cd limf,(x) = =-12=1.
x—0 2

Deoarece f(x) = (fi(x), f2(x), f3(x)) pentru orice x e (-1, «)\{0} si toate componentele f;, f,, f3 au
1limitd in X = 0, deducem ca f are limita in

. . . . 3
x=0si leLrg)f(x) = (leLrgfl(x),lemfz(x) , leLrng(x)) = (1,5,1)

. sin x
b) Analog, f(x) = (f1(x), f2(x), f3(X)) unde fy;(x) = € * , f(X) = T

1 . .
f3(x) = sin — pentru orice x€ R\{0}. Evident limf,(x) =0, limf,(X) = 1. Componenta f; nu are
X Xx—0 Xx—0

limita in X = O (este suficient si considerdim a, = — si b= ————, NEN si sd observam ci lim a,
T n—o
2nm+ —
2

=limb, =0dar limfy@a) = 0+ 7 = lim f(by)).
n—o n—o nN—0

Deoarece una dintre componente nu are limita in X = 0, deducem ca functia f nu are limitd in X =
0.

Exercitiul 3.2.10. Demonstrati ca functia f : RA{(0, 0)}— R?,
2,3 2 2
X X" =
f(x,y) = > y 13 y2 nu are limita in (0, 0).
X +y? X°+y
2,3 2 2
X X" =
Solutie. Fie fi(x,y) = 2—y2 sifax,y) = 2—yz pentru
X°+y X +y

(X, ¥) # (0, 0) componentele functiei vectoriale f. Deoarece pentru orice



2 3
X .
(%, y) # (0, 0) avem [fi(x, y)| < _)izy | = |y% daca x# 0 si 10, y) = % dacd y# 0 iar |yILn0 ly* =0

rezultaica  lim  fi(x, y)=0.
(x,y)—(0,0)

2 k2
pentru orice x # 0 rezulta ca |ing f(x, kx) = =
X—>

Deoarece f,(x, kx)= care depinde de k si

k 2
functia f, nu are limita in (0, 0). Deducem de aici ca functia vectoriala f nu are limita in (0, 0).
Exercitiul 3.2.11. S se studieze continuitatea functiei f : R — R®,

(sin 5x 1—cosx e* —1}
, , X =0

NG X

(5,1,1j , Xx=0
2

Solutie. Fiecare componenta a functiei f este continua pe R\{0}, deci f este continua pe R\{0}.

fx) =

2sin? X
. sinbx . l-cosx . 2 1 . e*-1 o
Deoarece lim =5, lim ———— = lim ———=== i lim = 1 rezultd ca lim f(x)
Xx—0 X Xx—0 X x—0 X 2 Xx—0 X Xx—0

= (5, 2 ,1) =f(0), deci f este continui si in X = 0. Prin urmare f este continui pe R.

Exercitiul 3.2.12. Sa se determine @, b, c€ R astfel incat functia

f: R R
1— 1+ x% +y? 1-cos(x? +y?)
2 2 (l+ | Xy |) |+\/7 2 2
X°+y X +y
f(X,y)= 1(X! y) # (070)
(a,b,c) (% y)=(0,0)

sa fie continui pe R2
Solutie. Functia vectoriala f este continua pe R? daci si numai daci fiecare componenta a sa este continua
pe R%

Pe RA{(0, 0)} cele trei componente sunt continue fiind compuneri de functii continue. Pentru a
studia continuitatea functiei vectoriale f in
(0, 0) determinam limita in (0,0) a fiecdrei componente.

1-1+x%+y? X2 —
x* +y? (x +y )(1+1/1+x +y?)

Deoarece f;(x, y)= pentru orice (x, y) # (0, 0) rezulta

ca
X, y)»(o o 1Y) =

[xy]
1 ] e
(X, y) = (1+|xy|) Ty =| @+ xy )™




1
Dar  lim  (1+|xy )i =esi Dy |

lim ——— =o0.
(x.¥)->(0.0) =00 x| +4/ Y|

Prinurmare  lim  fy(x,y)=e’=1.
(x,y)—(0,0)

1-cos(x® +y?) _

Avemsi lim  fy(x,y) = lim
(x.y)->(0,0) (x.y)->(0,0) x? +y?
2 2
Zsinzu 2 2
= gim ———2 - im sin XY
xy-00  x%+y (x.y)—(0,0) 2
2 2
. XS+
sin X Y
- im 22 =0-1=0.
xy-00 X2 4y
2

. 1
Prinurmare, lim f(x,y)=| —=,1,0 |. Cum f(0, 0) = (a, b, ¢) rezulta ci f este continua in (0,0) daca
(x,y)—(0,0) 2

1
sinumai dacia=- —,b=1,¢c=0.



3 FUNCTII CONTINUE

3.3. Exercitii propuse

Exercitiul 3.3.1. Studiati convergenta urmitoarelor siruri din R®:

2n n 1)
a) Xp=

3n+1'n+1'n?

n n n

b) x,= [1+£] ,R/ﬁ,isinEJ

nl 141/2+1/3+...+1/n 1 .
C) Xp= , ,—SInn
n n n
. hnt 1 n+1
d) X, =|sin—,=,——=
2 n n

9 %= %,m(—n")ﬁj

. 2 .
R. a) convergent, lim x, = (g ,1,0) , b) convergent, lim x, = (e, 1, 0),
n—oo

n—o

. 1
¢) convergent lim x, = (— ,0,0), d) divergent, e) divergent.
n—o e

Exercitiul 3.3.2. S se demonstreze ca:
; 3 3
. . SIN(X™ +
a) lim Xy =0 b) lim M =

()00 [y2 | y2 xy)-00) X% 4y?

2.,3 2
=Dy d lim y? In(1+x—2j =0
y

0

0= (x—1)2+y? (x,y)-(2,0)
. X+ y)tg(x?* +y? . 1
e) lim ( y)zg( > y’) =0f) lim ¢+y)sin—=0
(x.y)—(0.0) X2 +y (x.y)—(0,0) Xy
X% +y?
g) lim =2 h) lim @+x*+y)¥=1
=00 [y2 vz 1 q (x.y)—(0,0)
2 2
X* + . 1
iy lim 2 _g oolim L+ xyz) oy =1
x)=00) [ X |+] Y] (x,y,2)-(0,0,0)

Exercitiul 3.3.3. Sa se arate ca urmatoarele functii nu au limita in punctele indicate:

Xy 1 (L1 ).
a)f(x,y):X2+y2 in (0, 0) b)f(x,y):X_‘_y xsm;+y in (0, 0)

2 2
¢) f(x, y)zl—cos(x ) n(,0 d f(x, y):x—_y—lm @, 0)
(X2 +y*)x-y X+y-1
e) f(x, y) = Xy+x-y-1 i (1, -1);

X2 +y? —2X+2y+2



2
ﬂﬂxy)—z_iigﬁlﬂfn(ﬂnoj_

T y?-2x+a 2
Exercitiul 3.3.4. Sa se studieze daca urmatoarele functii au limita in origine:
2
X
B) ) =
X +y
2 2
X —
D) T y) =
X +y
x*+yz
) Ixy)=—F——7FF
X"+y +2
. 2 2
SIN(X"™ +
B fcy)=@xry) MY
X" +y

R. a) nu, b) nu, ¢) nu, d) da.
Exercitiul 3.3.5. Sa se studieze continuitatea functiilor:

X3y2
a) f(xy)= X2—+y2,(x,y)¢(o,o)

0 ,(X, y): (0,0)
2xy 2
b) f(x,y)= mix,y)i(om
0 ,(X, y) = (0,0)
1-cos(x® +y?°)
0 fxy)=1 (X2+Yy?)? (X,y) = (0,0)
0 , (X y)=(0,0)
2
2Inl1+2 |y =0
8 fy)=1" ”[ +y2Jy¢
0 y=0

6) fxy)={x-y

1
X+Yy)cos—,x =0
f) f(X,y): ( y) X

O 1X:O

l—XZ— 2,X2+ Zgl
f(><,y):{‘/7y y

9)
0 ,X2+y2>1



2 2
%,0<x2+y2<1
h) f(x,y) =1 In(xX" +y°)
0 X2 +y?=0
y—x°> x’<y
i) f(x,y)=<0 X=y=0
22
y—zxy,0<y£x2
_y?
92y —x) e g
y—X
Dofxy) =42 X =y
3 3
2—2)(2—+y2,y—x2>0
X?+y
1-x—-22)sin————— x?+y?+22 %0
K) f(x,y,2)= ( ) X? +y? +7° y
0 , (X y,2)=(0,0,0)

1
) fxyz={e Xyt 2t #0

3 X2+yi 422 =0

R. a) continud pe R?; b) continui pe R2\{(0, 0)}; ¢) continud pe R?; d) continui pe R?; e) continui pe R f)
continua pe R2\{(0, b), b # 0}; g) continua pe R% h) continui; i) continui pe R\{(0, 0)}; j) continui pe
R?{(a, %), a # 0}; k) continui pe R*\{(0, 0, 0)};

1) continud pe R*\{(0, 0, 0)};

Exercitiul 3.3.6. Si se arate ca functia f(x) = X° — 2x — 1 se anuleazi cel putin o datd intre x = 1 §i X = 2.
Exercitiul 3.3.7. Sa se studieze daca urmaétoarele functii vectoriale au limita in origine:

2,,3 P 3 1

X SIN(X™ + v X+z

iy = | Y SNCCEYD) Ny =| exve, XF2
X°+y X +y X+y+2z
R. a) da, b) nu
Exercitiul 3.3.8. Si se studieze continuitatea functiei f : R—R?
In(1+x) 1-—cosx
[ ( ) : > j x=0

X X

f(x) = R. continud pe R.

O

Exercitiul 3.3.9. Si se studieze continuitatea functiei f : R°—>R?
x?y®  sin(x® +y°®
_ ( 2 Y 2! (z Z/ )],(X,y)i(0,0)
f(x,y) = X" +y X" +y
(0,0) (% y)=(0,0)

R. continua pe R’



4. FUNCTII DIFERENTIABILE. EXTREME LOCALE.
4.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.

4.1.1. Diferentiabilitatea functiilor reale de o variabila reala.

Multe probleme concrete conduc la evaluarea aproximativa a cresterii unei anumite marimi in
raport cu cresterea alteia. Pentru simplitatea ei este preferatd aproximarea liniara.

Fiind data o functie - (@, b) — R si un punct fixat X € (a, b) se cauti o functie liniara LXO astfel
incat cresterea functiei f In punctul X, relativa la cresterea h a argumentului, sa poata fi aproximata cu
on (h), adica:

f(xo + h) — fGx0)~ L, ()
pentru h suficient de mic. Pentru ca o asemenea formuld aproximativa sa poata fi acceptata este necesar ca:
(X, +h)—F(x,) - L, (h)
lim =0
h—0 h

ceea ce asigura ca eroarea in formula de aproximare poate fi facutd oricat de mica pentru variatii din ce in
ce mai mici ale argumentului.

Apar In mod natural o serie de probleme, cum ar fi: existenta si unicitatea aplicatiei liniare on ,

precum si caracterizarea functiilor f pentru care pot fi considerate asemenea aproximari liniare.
Din liceu se stie cd pentru o functie f - (a, ) — R derivabild in punctul x, < (a, b), poate fi
considerata formula de aproximare:
f(xo + ) —f(xo) =/ "(x0) A
pentru h suficient de mic.
Aceste consideratii conduc, in mod natural, la urmatoarea definitie:
Definitia 4.1.1.1. Fie ACR o multime deschisa, f : A — R o functie arbitrara, Xxo € A un punct fixat.

Functia f se numeste diferentiabild in punctul x, dacé exista o aplicatie liniara LX0 : R— R astfel incét:
(o + )= F(xg) ~L, ()
lim =0
h—0 h

Observatia 4.1.1.1. a) Orice functie liniara L: R— R este de forma

L(x) = ¢ " x, x€R, unde ¢ = L(1); reciproc, oricare ar fi c R, fixat, egalitatea L(x) = ¢ - x, pentru orice
X€E€R, defineste o functie liniard L: R— R. Prin urmare, orice aplicatie liniarda de la R la R este bine
determinata de o constanta reald. Deducem astfel ca functia f este diferentiabila in punctul X daca si numai

daci existd C %, €Ri Tncat;

. f(xo +h)—f(X0)—CX -h
lim 0

h—0 h
 f(xo+h)—f(x) - L, (h)
b) Egalitatea LII’T(]) h - = 0 poate fi scrisa echivalent:
| F(xo+h)=f(x,) - L, (h)]
lim =0
Ihl—0 |h

Ultima egalitate prezintd avantajul ci poate fi usor transcrisd pentru functii de la R la R™ Tnlocuind
modulul din R cu norma din R, respectiv din R™

Teorema urmatoare stabileste faptul cd o functie reala de o variabila reald este diferentiabila intr-
un punct fixat Xo daca si numai dacé ea este derivabila in acest punct.



Teorema 4.1.1.1. Fie ACR o multime deschisa, f : A— R o functie arbitrard, Xo € A un punct fixat. Daca
f este diferentiabild in Xo, atunci f este derivabila in X, si f”(x0) = on (1). Daca f este derivabila in Xo, atunci

f este diferentiabild in X, si on : R—R, on (h) =f"(xo)h.
Observatia 4.1.1.2. Din aceasta teorema se deduce imediat ca aplicatia liniara LXO din definitia 4.1.1.1.

este unic determinata de f si Xo.
Definitia 4.1.1.2. Fie ACR o multime deschisa, f : A — R o functie arbitrard. Daca functia f este

diferentiabild in punctul fixat X, € A, aplicatia liniara LXO se numeste diferentiala functiei f'in punctul xq $i

se noteaza df Xp Functia f se numeste diferentiabila pe mulfimea A daca este diferentiabila in fiecare punct

x € A. Tn acest caz, notand prin £ (R, R) multimea tuturor aplicatiilor liniare de la R la R, functia df :4 — £
(R, R) definita prin (df)(X) = dfy se numeste diferentiala functiei f pe mulfimea A.
Observatia 4.1.1.3. a) Cunoasterea functiei df :4 — £ (R, R) revine la cunoasterea functiei df,e £ (R, R)
pentru orice X € A. Din teorema 4.1.1.1. deducem ca pentru orice X € A si orice he R avem:
(dNE)(h) = dfu(h) =) h
b) Functia identitate pe A, 15 - A — 4, 1a(X) = X este diferentiabila pe A si diferentiala sa, notata cu dx, este
egala, in fiecare punct X € A, cu functia identitate pe R. Prin urmare, dx : A— £ (R, R) si (dx)(X) = 1z pentru
orice Xe A, adicd, oricare ar fi X€ A si oricare ar fi he R, (dx)(x)(h) = h.
¢) Cu ajutorul diferentialei functiei identitate pe A putem exprima diferentiala functiei f diferentiabile pe A,
astfel:
df=f"dx

Este evident cd studiul functiilor reale de o variabila reala, diferentiabile se reduce la studiul

functiilor derivabile, cunoscut din liceu.

4.1.2. Diferentiabilitatea functiilor vectoriale de o variabila reala.

Tinand seama de observatia 4.1.1.1. b), definitia 4.1.1.1. se poate exprima astfel:
Definitia 4.1.2.1. Fie ACR o multime deschisi, f : A — R™ o functie vectoriald de o variabild reald
arbitrard, Xo€ A un punct fixat. Functia f se numeste diferentiabila in punctul x, daca exista o aplicatie
liniara

L,, : R — R astfel incat:

(%o +h)=f(xo) - L, (N
lim =0
|h|—0 | h |

(la numiritor se considerd norma euclidiani din R™, m > 2)

Tin4nd seama de faptul ci, in R", operatiile algebrice si trecerea la limitd se fac pe componente,
rezultd imediat:
Teorema 4.1.2.1. Fie ACR o multime deschisd, f : A — R™ o functie vectoriald de o variabila reald, de
componente fi: A—> Rk =1, 2, ..., m, X € A un punct fixat. Functia f este diferentiabild in punctul X, daca
si numai dacd toate componentele sale sunt diferentiabile in Xo. Tindnd seama de teorema 4.1.1.1. si de

faptul ci LXO () = (c1h, Coh, ..., cuh), unde GER, i = 1, ..., m se obtine LX0 (h) = (F1(X0) A, f2(Xe) A, ...,
SmXe) h) = (f1(%0), f2(X0), .. /m(Xo))h .

Prin urmare, si in acest caz, aplicatia liniara on din definitie este bine determinata de functia f si

punctul xo, mai exact de vectorul ('1(Xo), f"2(Xo), ..., f'm(Xo)) unic determinat de f si Xo.
Vom nota on cu df X si 0 vom numi diferentiala functiei f in punctul xy; vom nota:
(F"1(X0), f2(X0). ... ['m(X0)) = f"(x0)
si vom numi acest vector derivata functiei vectoriale f in punctul xo. Atunci, evident dfx0 (h) = f'(xo)h
pentru orice he R.

Sa retinem deci cd derivarea si diferentierea unei functii vectoriale de o variabild reald se
realizeaza ca si trecerea la limita sau studiul continuitétii, pe componente.



4.1.3. Derivate partiale. Diferentiabilitatea functiilor reale de variabila vectoriala.
Extreme locale.

Consideram R’ inzestrat cu norma euclidiand, p > 2, AC R” o submultime deschisa.
Tinand seama de observatia 4.1.1.1. b), definitia 4.1.1.1. se extinde astfel:
Definitia 4.1.3.1. Functia f : AC RP— R se numeste diferentiabila in punctul xo€ A daci existd o

aplicatie liniard on . RP— Rastfel incat:
[ (X, +h)—F(Xo) - L, ()|
m =0
s il

(la numitor se considerd norma euclidiana din R®, p > 2)

Observatia 4.1.3.1. Deoarece aplicatia L  este liniard, pentru orice

Xo
he r’h=(hy,hy, .. hp)avem: L, (h)= c’hy +cthy + .+ ¢cthy, unde ¢’ € R, i = 1,...p.

In ideea de a stabili legdtura intre numerele Clo, Czo, cpO si functia f , se poate ardta ci, daca f
este diferentiabila in X,, deci aplicatia LXO exista,

0 0 0 0 0 0 0 0
(X)X, X +h, ,xi+1,...,xp) —f(X{ 50 X ,...,xp)

Cio = ||m
h; =0 h.

i=12 ..,p
Prin urmare, si 1n acest caz, aplicatia liniara LXO din definitie este unic determinata de functia f si
punctul Xo.

Vom nota on cu df X, si o vom numi diferentiala functiei f in punctul xo.

Limita de mai sus se numeste derivata partiald a functiei f in raport cu variabila x; n punctul X si se
0 0 0 0 0 0 0 0
_of i P (X e X0 X +hi,xm,...,xp)—f(xl,...,xi ,...,xp)
noteazi — (X, ) . Deci — (X,) = lim

oX; oX; hi—0 h;

i=12 ..,p

Rezulta astfel:
Teorema 4.1.3.1. Daca functia f este diferentiabila in punctul X, atunci f are derivate partiale in acest punct
in raport cu toate variabilele si:

of of of
df, ()= —(x,) i+ —(X,) hy + ... —(X,) °h
xo (M) 8X1( o) hi+ ox (Xg)ha + . ++ ox (Xo) hy

2 P
pentru orice h = (hy, hy, ..., h) €R”.
Observatia 4.1.3.2. a) Rolul derivatei de la functii de o variabila 1l joacd vectorul

of of of : P , <
— (XO),— (XO),...,— (Xo) care se numeste gradientul funcfiei f in punctul x, §i se noteaza
oX, oX, oX,

(grad f)(xo).
Evident, df, (h) = (grad f)(xo) 4, pentru orice he R,

b) Dacid f are derivate partiale in Xo, In raport cu toate variabilele nu rezultd, in general, ca f este
diferentiabild in Xo. De exemplu, daca f : R’> R

Lx=#0siy=0 o of of . .
f(x,y) = atunci exista — (0, 0) =0, — (0, 0) = O, dar f nu este diferentiabild in
0,x=0sauy=0 oX oy

(0, 0). Daca f ar fi diferentiabild in (0, 0) tindnd seama de teorema precedentd, L, o(h) = O pentru orice
her".



|f(hy,h,)—F(0,0)- L(O,O) (hy,hy) | _ 1
(gl Ih

Raportul nu are insa limita zero cand ||h]| — 0,

deci f nu este diferentiabild in (0, 0).

c) Fieie {12, ... p} arbitrar, fixat. Fie IT; : R°— R, IIi(X;, Xo, ..., xp) = X; aplicatia de proiectie. Oricare ar fi
Xo € RP, IT; este diferentiabild in Xg si

(d Ii)y = II;. De obicei se noteaza d IT; cu dx;. Astfel, (dxi)xo(hs, o, ..., Ap) = = TIi(hy, o, ..., Bp) =hi. Cu
ajutorul diferentialelor aplicatiilor de proiecte, diferentiala unei functii diferentiabile arbitrare se exprima
astfel:

of of of
df, = —(x,) (dx;), +—(x,) (dx +o o —(X,) - \dx
Xo 6X1 0 ( 1)x0 8X2 0 ( 2 )x0 8Xp 0 ( p )x
aceasta fiind o egalitate de aplicatii din £ (R”, R).
Daca f este diferentiabild in orice punct din A, atunci, evident, obtinem:

0

. of
aceasta fiind o egalitate de aplicatii definite pe A cu valori In £ (R®, R), unde —— este functia care
i
asociaza fiecarui punct din A numarul real care este derivata partiala a functiei f in raport cu variabila x; in
acest punct.
Definitia 4.1.3.2. Functia f : AC RP— R se numeste derivabild partial pe multimea A daci are derivate

: s - 0
partiale in raport cu toate variabilele sale Tn orice punct din A. In acest caz se pot defini p functii 8_ :
X

of
A— R, x— 8_ (X), i =1, 2, ..., p numite derivatele partiale ale lui f pe multimea A. Functia f este de clasa
X .

of
C! pe A si se noteazi fe C'(A) daci f este derivabila partial pe A si functiile a—, i=1,2.. psunt
X
continue pe A.

Teorema 4.1.3.2. Daci functia f : AC RP— R este derivabild partial pe o vecinitate deschisi V a

. of .
punctului X, A, iar functiile 8_ 'V > R, =1, 2, .., p sunt continue in Xo, atunci functia f este
Xi
diferentiabild in Xo.
Daci fe CY(A) atunci f este diferentiabild pe A.
Observatia 4.1.3.3. Continuitatea derivatelor partiale in X, este o conditie suficientd pentru

diferentiabilitatea functiei f in acest punct, dar nu neapirat necesara. De exemplu, functia f: R*— R

. 1
(X® +y?)sin ———,(x,y) = (0,0)
f(x, y) = VX2 +y?
0 ,(x y)=(0,0)
este diferentiabila in origine fard ca derivatele sale partiale sd fie continue in acest punct (vezi exercitiul

4.3.4.).
Definitia 4.1.3.3. Fie AC RP o submultime deschisi, f: A — R,

Xo = (%%, %°, ..., x,)) €Assifiev=(vy, Vs, ..., v,) € R”un versor dat

(VI = 1). Functia f se numeste derivabild in punctul xo dupd versorul v dacd existd in R
. F(X, +tv)—f(x
i F0% ) —F(x,)

t—0

. Notdm aceastd limita cu 8_ (Xo) si o numim derivata funcfiei f dupd versorul
\

v in punctul X,.



Observatia 4.1.3.4. a) Notand x = xp + tv rezultd ca vectorul X — Xy este coliniar cu v, iar t este abscisa
punctului x pe dreapta determinata de Xo si V, orientatad cu ajutorul lui v. Cu aceasta notatie, putem scrie:

of . F(x)—f(x
A oo i T00=1060)
oV X=X
X—Xg=tv
ceea ce justifica terminologia utilizata.
. 0 of
b) Notdnd cu v = - v (versorul opus) se observa imediat cd daca exista 8_ (Xo) atunci exista o (X0) = -
\'

0
— (Xo); acest fapt justificd de ce derivata 8_ (Xo) este asociatd versorului si nu directiei (care admite doi
\ \

Versori)
c) Daca {e;, e, ..., ep} este baza canonicd a lui RP, atunci derivata functiei f dupa versorul e, este tocmai
derivata partiala in raport cu variabila Xy, adica

of of
—Xo)=——(X0), k=12, ...,p
oe, X
Prin urmare, derivatele partiale ale unei functii intr-un punct sunt cazuri particulare de derivate
dupa versori in acel punct.

of :
Teorema 4.1.3.3. Daca functia f este diferentiabila in X, atunci exista 8_ (Xo) pentru orice versor ve RP
\

. of
i — ()= df,, ().
Tinand seama de teorema 4.1.3.1. deducem ca:

of of of of
— (Xo)=(grad f)(xo) V= ——(Xo)Vi + —— (Xo)'V2 + ... T—— (X0)'Vp
ov X, X, Xy
Deci, daca f este diferentiabila in Xo, atunci ea are derivata dupa orice versor in X, §i aceasta se
poate exprima cu ajutorul derivatelor partiale n acest punct.
Definitia 4.1.3.4. Fie AC R o submultime deschisd, f : A — R o functie derivabild partial in raport cu

variabila X pe o vecinatate V a punctului fixat X, € A. Daca functia : V— R este derivabila partial in

OX
k
raport cu variabila x;, j # & Tn punctul xo, atunci f se numeste de doud ori derivabila partial in punctul Xo, in
- 0 2
raport cu variabilele x; si Xy, iar ——| —— |(X,,) se noteazd ———— (Xo) si se numeste derivata partiald
oX; \ OX, {OX
mixtd de ordinul doi a functiei fin punctul x, n raport cu variabilele x; si x,. Daca j = K, in conditiile de
mai sus, functia se numeste de doud ori derivabild partial in punctul Xo, n raport cu variabila X, iar
o [ of .0 : . - . . o

—_— — (XO) se noteaza 5 (Xo) si se numeste derivata partiala de ordinul doi a functiei f in
OX, \ OX, X
punctul X, in raport cu variabila x.

Daca functia f este de doud ori derivabila partial in raport cu variabilele x; si x, Tn fiecare punct din
A, spunem ca f este de doud ori derivabild partial in raport cu variabilele X; i Xk pe A, iar aplicatia

o°f
S
OX ;0X
Evident, j si k pot lua oricare din valorile 1, 2, ..,p deci, pentru o functie de p variabile, se pot defini p?
derivate partiale de ordinul doi, dintre care p>— p sunt mixte.

Functia f se numeste de clasa c* pe multimea A, daca toate derivatele partiale de ordinul doi exista
si sunt continue pe A.

X (X) se numeste derivata partiald de ordinul doi a functiei f in raport cu variabilele X; si Xy.



o*f

Observatia 4.1.3.5. Pentru functii de doud variabile exista patru derivate partiale de ordinul doi:

ox2’
of  of o L , of . o%f - )
, , > - Pentru unele functii derivatele mixte si sunt egale. In schimb,
OXoy oyox oy oxXoy  0Oyox
pentru functia
%2 _yz
——,(x,y)# (0,0
f:R? > R, f(x,y) = XyX2+y2 x.y)#( ),avem:
0 (% y)=(0,0)
o°f o°f

0,0)=1,
oxoy 0yoX
Deci, 1n acest caz, derivatele partiale mixte in (0, 0) nu sunt egale. Teorema urmatoare da conditii
suficiente pentru egalitatea derivatelor partiale mixte.
Teorema 4.1.3.4. (H.A. Schwarz) Fie AC R" o multime deschisa,
: o ki o°f
f: A — R o functie de clasa C* pe A. Atunci =

OX;0X,  OX, X

(0, 0) = -1. (vezi exercitiul 4.3.10.)

k=12 .., p.
Observatia 4.1.3.6. Continuitatea derivatelor mixte este o conditie suficientd, dar nu neaparat necesara,
2

y?In|1+=|y=0
pentru egalitatea acestora. De exemplu, pentru functia f :R* — R, f(x, y) = y avem
0 ,y=0
o°f o°f . of
(0,0)= (0, 0), dar functia
oxoy 0yox 0yox

2

nu este continud in origine. (vezi exercitiul 4.3.11.)

Definitia 4.1.3.5. Matricea H¢(xo) = (Xo) J, k=12, .., p se numeste hessiana functiei f in

OX;0X
punctul xo.
Tn cazul in care f este de clasi C* matricea Hi(Xo) este o matrice simetricd. In acest caz, forma
P 9%
patraticd determinatd de aceastd matrice, adica aplicatia @, : R"— R, @, (h) = Z o (Xo)hih;
i,j=L OXOX

joacd un rol foarte important in determinarea punctelor de extrem local pentru o functie reald de mai multe
variabile reale.

Definitie 4.1.3.6. Fie AC R" o multime deschisd, f : A — R o functie arbitrard. Un punct X,€ A se
numeste punct de extrem local al functiei f daca exista o vecinatate V a punctului Xp in care diferenta f(x) —
f(xo) are semn constant. Mai precis, punctul X, se numeste punct de maxim (respectiv de minim) local al lui f
dacd pentru orice X € V avem f(x) — f(Xo) < 0 (respectiv f(x) — f(Xo) > 0). Un punct X, € A se numeste punct
critic (sau stationar) pentru functia f, dacd f are derivate partiale de ordinul intdi nule in Xo, adica

of
a—)(i(xo)=0,i:], 2, e P

Teorema urmatoare stabileste conditii necesare de extrem.
Teorema 4.1.3.5. (Fermat) Fie AC R” o multime deschisd. Daca functia
f : A — R are derivate partiale de ordinul intai in punctul X, € A si X, este punct de extrem local al lui f,
atunci Xg este punct critic (stationar) pentru f.



Observatia 4.1.3.7. Daca f : A — R este o functie derivabild partial in raport cu toate variabilele pe
multimea deschisi AC RP atunci punctele de extrem local ale functiei f se afla printre solutiile situate in A
ale sistemului

i(xl,xz,...,xp) =0,i=12..p
oX,

Nu orice solutie a acestui sistem este un punct de extrem. De exemplu, pentru functia f(x, y) = x® —
y3, (x,y) € R singurul punct critic este (0, 0), dar f(x, y) — f(0, 0) nu pastreaza un semn constant in nici o
vecinatate a originii. Prin urmare, (0, 0) este punct critic, dar nu este punct de extrem pentru f .

in cele ce urmeaza, in cazul in care f este de clasi C? vom da conditii suficiente prin utilizarea
carora sa se poatd decide care din punctele critice ale unei functii sunt puncte de extrem.
Teorema 4.1.3.6. Fie AC R o multime deschisd si convexd, f : A — R o functie de clasia C? pe A. Fie

Xo € A un punct critic al functiei f si @y, forma patraticd determinatd de matricea hessiana H(Xo). Daca

forma patratica ¢,, este pozitiv definitd (negativ definitd) atunci X, este punct de minim (respectiv de
maxim) local pentru f.
In demonstratia acestei teoreme este foarte utila formula lui Taylor cu restul de ordinul doi:
Daci , f : A — R este o functie de clasi C? pe multimea deschisd si convexa A, iar Xo€ A este un
punct fixat, atunci, pentru orice x € A exista & pe segmentul [Xo, X] astfel incat:
P

1 of 1& o
() = f(xo)+ i;a_xi(xo)(xi _X?)JFE;M(@(X‘ —X7)(X; —X])

Observatia 4.1.3.8. a) Daca f este de clasi C® pe A, matricea hessiand in orice punct este o matrice
simetricd, deci toate valorile ei proprii sunt reale. Daca H(X,) are toate valorile proprii strict pozitive
(respectiv strict negative) atunci forma patratica ¢,, eoste pozitiv definitd (respectiv negativ definitd) si
deci xq este punct de minim (respectiv maxim) local pentru f .

b) Conditiile Iui Sylvester din teoria formelor patratice aplicate formei @y, de mai sus aratd ca X, este
punct de minim daca minorii principali Ay, A,, ..., Ay ai matricii hessiene sunt strict pozitivi; X, este punct

de maxim dacd A; <0, Ay >0, A3 <0, ..., (-1)°A,> 0.
2

¢) Dacda ——— (Xo) = 0 pentru orice i, je {1, 2, ..., p} atunci se studiaza semnul cresterii f(x) — f(Xo) direct
X OX ;
j
sau cu ajutorul formulei lui Taylor scrisd corespunzitor (daci f este de clasia C", n > 3).

4.1.4. Diferentiabilitatea functiilor vectoriale de variabild vectoriald. Matricea
jacobiana.

Tinand seama de observatia 4.1.1.1. b), definitia 4.1.1.1. se poate extinde astfel:
Definitia 4.1.4.1. Fie AC R’ o multime deschisi, p>2,f: A— R™,
m > 2 o functie vectoriald de variabila vectoriala arbitrard, Xo€ A un punct fixat. Functia f se numeste

diferentiabild in punctul x, daci existd o aplicatie liniard on . R°— R" astfel incat:

(X +h)—f(x,)-L, (N
lim =0
Ihl—0 | hl
(la numiritor se considerd norma euclidiani din R, iar la numitor, norma euclidiani din Rp)
Tin4nd seama de faptul ci in R™ operatiile algebrice si trecerea la limitd se face pe componente,
rezulta ca si in cazul 4.1.2. :

Teorema 4.1.4.1. Functia f este diferentiabila in punctul X, daca si numai daca toate componentele sale
sunt diferentiabile 1n Xp.

Tn acest caz LXO are drept componente diferentialele dflxo, df

axgs o Of  ale

componentelor Iui f, care sunt aplicatii liniare de la R” la R, exprimate cu ajutorul derivatelor partiale ca in



teorema 4.1.3.1. Prin urmare, si Tn acest caz, aplicatia liniari L, din definitia 4.1.4.1. este bine

Xo
determinata de functia f si punctul Xo, mai precis de matricea:

of, . of, of,
X X ). X
6)(1( O)axz( o) 6xp( o)

of, . of, of,
X X)) X
axl( O)axz( o) axp( o)

of of of
M (x ™ (x,)...—2 (X
axl( o)ax (%) axp( o)

2

numitd matrice Jacobi (sau matrice jacobiana) a functiei f ih punctul Xo, notata Jq(Xo).
Vom nota LXO cu dfXO si 0 vom numi diferentiala functiei f in punctul xo. Atunci evident,

dfx0 (h) = J(Xo) - h, pentru orice he R”.

Daca m = p matricea Jacobi este o matrice patrata, iar determinantul ei poarta numele de jacobian
sau determinant functional al aplicatiei f in punctul X, si se noteaza

D(f,.f,.....f,)
D(X1, Xy, X))

Referitor la functiile compuse se poate demonstra:

Teorema 4.1.4.2. Fie AC R, BC R™ mul{imi deschise, / :A—B o functie diferentiabild in punctul
Xo€A, g :B— R" o functie diferentiabild in punctul f(xo) € B. Atunci functia compusi g o f - 4— R™ este
diferentiabild 1n punctul X, i :

det Ji(xo) =

(Xo)

‘]gof (Xo) = Jg(f(x0)) Ji(X0)
Observatia 4.1.4.1. a) Din aceasta egalitate rezultd diverse reguli de derivare partiald a functiilor compuse.
De exemplu, daca p = n =2, m = 1, functia f este de variabile x si y, iar g este de variabile u, v, ambele
diferentiabile, obtinem:

o(gof) _ 09 @ +
= ) = (O F ()= (x,Y)

Gt il
o, (Lo 06 22 (xy)

9(g-f)

a9 _ of, N
5 (x,y)——au (f,(x, y),f,(x,y)) rv (X,y)
.99 of,
5 (fl(xvy)le(va)) 5 (ny)

b) Daca p = n = m se obtine o relatie importanta intre determinantii functionali §i anume:

det[J . (x0)] = det[Jg(f(x0))] “det/Ji(Xo)]



4. FUNCTII DIFERENTIABILE. EXTREME LOCALE.
4.2. Exercitii rezolvate.

Exercitiul 4.2.1. Sa se demonstreze ca functiaf: R— R,

x?, x>0

Solutie. Functia f este evident, derivabila in orice x # 0, f”(x) = 2sin x cos x = sin 2x daca x < 0 i f'(x) =
2x daca x > 0 . Deoarece f este continud in X = 0 aplicand o consecinti a teoremei lui Lagrange, rezulta
cd f5(0) = |i¥ﬂ f(x)=0sif40)= |i5n f'(x) = 0, deci f este derivabild in x = 0 si
xT0 x+0

/() =0.

Prin urmare f este derivabila pe R, deci este diferentiabila pe R, iar diferentiala sa este functia df :
R — £ (R, R) care asociaza fiecarui X € R functia liniara si continua
h-sin2x,x <0

2x-h x>0

sin® x,x <0 o . o
f(x) = este diferentiabila pe R si s se determine diferentiala sa.

df:: R— R, dfh) =1"(x)h = {

Exercitiul 4.2.2. S se demonstreze ci functia f 1 R— R®,
f(x) = (f1(x), f2(x), f2(x)) unde f,(x) = sin x,
.1
-x%, x<0 x?sin=,x#0
ORI b X
Xe ", X> 0 X = 0

este diferentiabild pe R si s se determine diferentiala sa.
Solutie. Demonstram ca functiile f;, f, f3 sunt diferentiabile pe R.
Evident, f; este derivabild pe R, deci este si diferentiabild, iar diferentiala sa este df;: R —£ (R,

R), dflx (h) =f"1(x)-h = h-cos x.
Functia f, este derivabila pe R\{0} si
” —2X X <0
S2(X) =
X(2-x)e ™, x>0
Deoarece |ng f(x) = ”?0] f72(x) = 0 si f este continud in 0, deducem ca f este derivabila in 0 si
X X

f72(0) = 0. Prin urmare, f, este derivabila pe R, deci este si diferentiabild pe R si diferentiala sa este functia
df;: R —£ (R, R) care asociaza fiecarui X € R functia

—2xh ,X<0

X(2-x)e™*h,x >0
Componenta f; este derivabila pe R\{0} dar nu se poate aplica consecinta teoremei lui Lagrange

df,.: rR— r df, ()= {

. 1
pentru studiul derivabilitatii in x = 0 deoarece derivata f '3 nu are limita in X = 0 (Cos — nu are limitd in x =
X

f.(x)-f,(0 . 1
M = lim x sin = =0, deci f; este derivabila pe R si
X

0). Cu definitia, obtinem 7’5 (0) = lim
X—0 x—0 X

2xsin1—cosl,x #0
fa(x) = X X :

0 X=0



Rezulta ca f; este diferentiabild pe R si diferentiala sa este functia df;: R —£ (R, R) care asociaza
.1 1
. . (2xsin=—-cos=)h,x =0
fiecarui X € R functia deX :R—> R deX (h)= X X .
0, x=0

Prin urmare functia f: R — R®, f(x) =(f,(x), f2(x), fa3(x)) data este diferentiabila pe R si
diferentiala sa este functia df : R —£ (R, R®) care asociaza fiecarui X € R functia df,: R — R®,

dfi(h)= (f"1(h, f2(x)h, f73(x)h).

Exercitiul 4.2.3. Sa se demonstreze ca functia f: R* — R, f(x, y) = x® + xy? este diferentiabild pe R si sd
se determine diferentiala sa.

of

of of
Solutie. Evident, functiile — , — : R*— R, date de — (x, y)=3x* +y%, — (x, y) = 2xy sunt continue
ox oy OX oy

pe R? si diferentiala sa este functia
df: R> -7 (R% R) care asociazi fiecirui punct (X, y) € R? functia liniard si continua dfy, ) 1 R* — R, dfyy)

f of .
(hy, hy) =— (X, y)hy + — (X, y)h; adica
OX oy
dfeyy (1, h2) = (3K +y2) hy + 2xy-hy
Exercitiul 4.2.4. S se demonstreze ci functia f: R — R,
(x® +y?)sin ; (X,y) # (0,0)
f(x, y) = X% +y?
0 (% y)=(0,0)

este diferentiabila pe R? si s se determine diferentiala sa.
Solutie. Functia f are derivate partiale pe R\{(0, 0)}, fiind compunere de functii derivabile. Folosind
regulile de derivare uzuale obtinem:

of i 1
— (X, y) =2 SiIN———=+
OX

o 1|

1
x2 +y? OX /x2+y2

1 - 1 1
——————— +(X"+y")cos -— > |
VX2 +y? X2y U XT+y

0 : 1 1 2X
-&(w/X2+y2):2xsm\/)(274_)/2 —cos\/)(2_|_yz .2\/x2+y2

X 1
\/xz +y? _ \/xz +y? . \/xz +y?

Ly
oy ey ey

Cu definitia, obtinem:

+(x* + y?)cos

=2xsin

= 2xsin

pentru orice (X, y) # (0, 0).

pentru orice (X, y) # (0, 0).

of _
Analog — (X, y) = 2ysin
oy



ﬁ(o, 0)= lim f(h,,0)-1(00) _ lim h, sin L o
OX h,—0 . h,—0 L |
waﬁpwmqﬂahﬁ_fmp):nmrhgn—£-=o
8y h,—0 h2 h,—0 h2
. o Y B
Prin urmare, f este derivabila partial pe R, derivatele partiale find —, —: R — R.
ox oy
. X 1
2xsin — cos ,
f VYt ey Xy
0
= = (x,y) = (0,0)
0 (%, y)=(0,0)
2ysin ! - y cos ! :
. VP ay? ey’ Xy
y (x,y)= (x,y) = (0,0)
0 (%, y)=(0,0)
. of 0 : ) ‘ . ) .
Functiile & si 5 sunt continue pe R\{(0, 0)}, fiind compuneri de functii elementare. Prin urmare

functia f este diferentiabild pe multimea RA\{(0, 0)} si diferentiala sa este functia df: RA{(0, 0)} —£ (R? R)
care asociaza fiecarui punct (X, y) # (0, 0) functia liniard si continud

of of
dfi, y: RP— R, dfi (s, ) = — (X, y)hy + — (X, y)'ha.
OX oy

Pentru studiul diferentiabilitatii functiei f In (0, 0) teorema 4.1.3.2. nu mai este aplicabila, deoarece
of  of 1 . .
6_ si — nu sunt continue Tn (0, 0) (pentru X, =y, = ————, nE€N avem evident lim (x,, y») = (0, 0)
X n—oo

oy 2nn/2

_of (X, V) 1 entru orice neN")
1 — Xy, Yn) = ' '
; OX Y \/E P

......

continua

of of
Lo,0): R°— R, L o)1, hz) = — (0, 0)hy +— (0, 0)h, =0
OX oy

Pentru h = (hy, hy) € RA{(0, 0)} avem
[Ty, 1,) —T(0.0) — Lo (hysho) |
[l

R(h) =

) 1
(h2 +h2)sin -+
Jnzn2 —
_ (h2+;2)+ N Jnieny

sin

1
y(h; +h3)



Deoarece Iim R(h) = 0, deducem ci f este diferentiabila in (0, 0) si

df(o, o) L(o 0)-
Prin urmare f este diferentiabild pe R? si diferentiala sa este functia df: R*—£ (R? R) dati de df

of of
y(hy, ho) = — (X, y)hs +— (X, y)ha.
OX oy

Exercitiul 4.2.5. Si se demonstreze ca functia f: R*—> R® f(x, y) = (xy, ysin x, X + y) este diferentiabila
pe R? si s se determine diferentiala sa.
Solutie. Componentele functiei f sunt functii de clasa C' pe R, deci diferentiabile pe R,

) . L of of,
Daca fi(x, y) = xy, fo(x, y) =y sin x, f3(x, y) = x +y, functiile —(, y) =y, — (X, y) = X,
OX oy
of

afz 8f2 R 3 af3 . 2 R
—= X, y)=ycosx, —= (X, y) =sinx, — (X, ¥y) =1, —=(X, y) = 1 sunt continue pe R°. Matricea
0 X oy

OX

jacobiana a functiei f este

y X
J(x,y)=|ycosx sinx | pentru (x,y)€R®
1 1

Diferentiala functiei f este functia df : R*—L (R? R®) care asociaza fiecirui punct (X, y) € R?
functia liniara si continua
df y): R°— R’ datd de

yh +xh,

h
dfx, (1, h2) = Ji(x, ) (hlj = | (ycos x)h, + (sin x)h,
? h, +h,

X
Exercitiul 4.2.6. Sa se determine dz daci z(x, y) = f(— ,XY |, unde FACR’— R este o functie de clasa
y

C'peA.
Solutie. Notand cu u, v variabilele functiei f si folosind regulile de derivare partiala a functiilor compuse,
obtinem

au yXy ox \y av y OX Y
1af( ] m[ ]
— Xy XY | pentruy #0
y oul\y av y
of 0 (X of 0
—( y)-— =X || - (xy) =
(y ] 8y(yj 5V(y ] oy

x of (X of
=- | XY | +x ,xy pentruy # 0
y° ou\y ov y



_of , . .. _0z oz o
Deoarece — si — sunt continue, rezultd imediat ca — si — sunt continue in orice punct
ou  ov ox oy
0z 0z 1 of (x of [ x
: 0 si dzy yy(hy, hy) = — (X, y)»hy + — (X, y)yh, = | — —| —, +y-—| —, -h
(X, y) cuy # 0 si dzi y)(hy, hy) ox (%, y)rh Y (%, yrh, {y Gu(y XYJ y av(y Xy]} 1
+
+ _ X afx Xy +X-§ X Xy ||-h, pentruorice y # 0
y2 au ya v ya 2 Yy )
(h, hy) € R?
X2 _yz
,(X,y) = (0,0
Exercitiul 4.2.7. Fief:R— R, f(x, y) = Xyx2+y2 )= ( ).
0 ,(x y)=(0,0)
2 2
Demonstrati cd oxdy (0,0)# Byox (0, 0).

Solutie. Prin calcul direct rezulta:

x2 _ 2 4x2y°
of |y 5L+ (xy)=(00)
rvi X“+y® (X“+y9) i
0 (% y)=(0,0)
x2 — 2 4x3V2
of x5 Y (xy) % (00)
@ = X“+y (X“+y°)
0 (% y)=(0,0)
Atunci:
of of
7(X’0)_7(O’0)
2
of 00z 2 0.0)= lim ¥ N g
oxoy ox \ oy x>0 X
of of
0, 0) = —| — |(0, 0) = lim X X = -1 de unde rezult ca ©, 0) #
0yoX oy \ Ox y—0 y oxoy
i
0, 0).
ayax( )

Exercitiul 4.2.8. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia
f:R%> R, Xy, 2)=x2+y*+ 22— xy +X-2z.

Solutie. Deoarece f este de clasia C? pe R®, rezultd ca toate punctele de extrem local se afld printre
punctele stationare ale lui f. Rezolvand sistemul:

ﬂ(x,y,z):2x—y+1=0
oX

of
~ v Yo :2 - :O
5 (X,y,2) =2y —x

q(x,y,z):22—2:0
0z



: , . 2 1
se obtine un singur punct stationar : | — § ——=,1].

3

Hessiana functiei f este aceeasi in fiecare punct din R,

Hf(Xl yl Z) =

deci Hf(—g,—l,lj: -1 2 0
3 3

Calculand determinantii principali obtinem A;=2>0, A,=

o°f
OX
o°f
0yoX
o°f
0Z0OX

_Z(X’ Y, Z)

(x,y,2)

(x,y,2)

2

0

I xy.2)
6Xay 1 1
o%f
W(X’yl)
o0

X,V,Z
628y( y:2)
-1 0

0 2

2

X,V,Z
8xaz( y:2)

2

oyoz
o°f
82_2 (Xv y’ Z)

(x,y.2)

2 _
-1 2

2 -10
=3>0siA;=|-1 2 0] =6>0.
0 0 2

Deducem ca punctul stationar (— 5 = 5 ,1) este punct de minim local pentru functia f.

Exercitiul 4.2.9. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia

f:R%> R,f(X,y,2) =X° +y° + 7% — 2xy — dyz + 20X.

Solutie. Tn acest caz D = D, = R®. Functia f fiind de clasid C? pe R, toate punctele de extrem local pentru f
se afla printre punctele stationare ale lui f.

of 15
—(X,y,2)=2x-2y+20=0 X=—-—
OX 2

O oo

of
—(X,y,2) =2y-2x-42=0 <y
9%

N
I

L xy.2)=22-4y=0
0z
55

Prin urmare functia f are un singur punct stationar (— E ) E ,5) . Deoarece derivatele partiale de ordinul

doi sunt constante, hessiana functiei f este aceeasi in orice punct din RS

2 -2 0
Hix,y,2)=|—-2 2 —4|.
0 -4 2
Valorile proprii se obtin rezolvand ecuatia:
2-A -2 4
2 2-% -4 |=0
0 -4 2-A

Rezultd (A - 2)(A% - 41 - 16) = 0. Se obtine A1 =2 > 0, 4, = 2(1 + 4/5)> 0,



da=2(1- +/5)<0.
. 155 )
Prin urmare punctul | — ? , E ,D | este punct stationar pentru f, dar nu este punct de extrem local

pentru aceastd functie. Avand in vedere cd orice punct de extrem local trebuie sa fie punct stationar
deducem ca f nu are puncte de extrem local.

Exercitiul 4.2.10. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia

f:R% > R, f(X,y) =Xy2(6 - x -y).

Solutie. Functia f este de clasa C? pe R® si are o infinitate de puncte stationare.

of
220
- 5 o OX o
Intr-adevar, rezolvand sistemul adica
of
Z-0
oy

18x%y? —4x%y? —3x°y® =0
12x%y - 2x*y —3x%y?* =0
se obtin urmatoarele puncte stationare: (o, 0), a €R; (0, B), BER; (3, 2).

Derivatele partiale de ordinul doi sunt :
2

SX—]; (x, y) = 36xy” — 12x%y* — 6xy°

O o O
oxoy YT oyox

2
% (x, y) = 12x% — 2x*-6x%y.

(x, y) = 36x%y — 8x°y — 9x%y?

Se obtin urmatoarele matrici hessiene:

0o o0
M9 10 120° —2a1 ) *<F

00 ‘ -144 -108
HO, p) = 0 0 , BERsIH(3, 2) = 108 -162)°

Punctul (3, 2) este punct de maxim local pentru f deoarece A; =-144 <0,
A, = 2% - 3% > 0. Pentru a decide natura celorlalte puncte stationare nu se poate folosi teorema 4.1.3.6.
Deoarece aplicarea formulei Taylor este anevoioasd (primele derivate nenule in (0, 0) sunt de ordinul 5),
studiem direct semnul cresterilor f(X, y) — f(a, 0) si f(x, y) —f(0, ).
Evident, sgn[f(x, y) — f(a, 0)] = sgn[x(6 — x- -y)].

Daca a < 0 atunci existd Vi€ 7 (a, 0) astfel incat f(x, y)- f(o, 0) < O pentru orice (x, y) €V, deci
orice punct (a, 0) cu o< 0 este punct de maxim local pentru f.

Daca a = 0 existd V, € 7/(0, 0) astfel incat 6 — x —y > 0 pentru orice (X, y) €V, deci pentru orice
(X, y) €V, sgnff(x, y) — f(a, 0)]=sgn(x).

Este evident ca f(x, y)-f(a, 0) nu pastreazd semn constant pe nici o vecinatate a lui (0, 0) ceea ce
aratd ca (0, 0) nu este punct de extrem pentru f.

Daca 0 < a <6, exista Vz€ 7/ (a, 0) astfel incat f(x, y) — f{a, 0) > 0 pentru orice (X, y) € Vs, deci
orice punct (a, 0) cu o € (0, 6) este punct de minim local pentru f.

Punctul (6, 0) nu este punct de extrem local pentru f. Intr-adevar, exista V4 € 9/(6, 0) continuti in
intregime n semiplanul x> 0. Pentru orice (x, y) € V4, sgn[f(x, y) — f(6, 0)] = sgn(6 — x - y). Este evident
acum ca

f(x, y) — f(6, 0) nu pastreaza semn constant in nici o vecinatate a punctului
(6, 0).



Daca a > 6, exista Vs€ 1/ (a, 0) astfel incat pentru orice (X, y) € Vs sa avem f(X, y) — f{a, 0) <0
ceea ce arata ca orice punct (a, ) cu o> 6 este punct de maxim local pentru f.

Analizam la fel punctele (0, §), BER.

Deoarece sgn[f(x, y) — f(0, B)] = sgn[x(6 — X - y)] si orice vecindtate a punctului (0, )
intersecteaza atat semiplanul x< 0 cat si semiplanul x> 0 rezulta ca f(x, y) — f(0, f)nu are semn constant pe
nici o vecindtate a nici unui punct (0, £), deci nici un punct (0, ), BER nu este punct de extrem local
pentru f.

Exercitiul 4.2.11. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia

f:R>—> R,f(x,y)=Inl + [x-y]).

Solutie. Functia are derivate partiale pe multimea Rz\{(a, a), a ER} si

1 -1

—_ X> - -

of 1+x-y of 1+x-y

— xy)= oy =

X -1 oy 1
— X<y SEmm—
l+y—x l+y—-x

f(x,a)-f(a,a) .
X—a i

Deoarece rapoartele: R;(X)=

floy)—f(o,a)

Ra(X) = y nu au limitd in punctul o, rezulta ca f nu este derivabila partial nici in raport
-

Cu X, nici in raport y, in punctul (a, o), o € R.

Este evident ca functia f nu are puncte stationare.

Deoarece f(x, y) — (o, a) = f(x, y) = In(1 + |x -y]) >In 1 = 0, pentru orice (x, y) € R* rezulta (a, o)
este punct de minim local si global pentru f.

Prin urmare aceasta functie are o infinitate de puncte de minim, nici un punct de maxim, nici un
punct stationar.
Exercitiul 4.3.12. Si se demonstreze ca originea este punct de minim global pentru functia f: R>— R,

()
y Infl+—|y=#0
f(x,y) = y? :

0 ,y=0

2
X
Solutie. Deoarece f(x, y) — f(0, 0) = y’In (1 + —2] > () pentru orice
y

(X, y) €R’ rezulta ci (0, 0) este punct de extrem global si local pentru f. Nici Tn acest caz teorema 4.1.3.6.
nu poate fi aplicata.



4. FUNCTII DIFERENTIABILE. EXTREME LOCALE

4.3. Exercitii propuse

Exercitiul 4.3.1. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai ale urmatoarelor functii, precizand si
domeniul lor de definitie:
_ 2 _X-y _ X _ 2 2
a)f(x, y) =x*+y* —3axy  b)f(x,y) = Ofix, y) =—— d)f(x, y) =In(x + /X" +y~)
X+y x? +y?

y
o)f(x, y) = x’ Di(x, y)=¢*

1
9)f(x, y) = sin ———
X2 +y?

Exercitiul 4.3.2. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi ale urmatoarelor functii; precizand si
domeniul lor de definitie:

x|yl
—l ) OlO
Dty ={xiry? 700

0 ,(x y)=(0,0)

Xy
T o ’ 010
b)f(x,y) =1 X* +y? (x.y)#(00)

h)f(x, y, z) = arctg i
Xy

0 (%, y)=(0,0)
XY 1
sin (x.y) = (0,0
o) f(x,y) =4 X> +y° X2 +y? (x,y) = ( )'
0 ,(x y)=(0,0)
ege . . 2 2 . . az 1 az 7
Exercitiul 4.3.3. Demonstrati ca functia z(x, y) = y*®(x° —y°) verifica ecuatia — — + — — = z

X OX yoy 'y
unde @ este o functie de clasid C' pe R.
. . . y , . oz 0z
Exercitiul 4.3.4.Demonstrati ca functia z(x, y) =xy + x* @| = | verifica ecuatia x'a— + y'a— =x'y+tz
X X y

unde @ este o functie de clasd C' pe R.

Exercitiul 4.3.5. Fie f : R°>R, f(x, y) = 3\/X3 + y3 .

a) Determinati derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f si studiati continuitatea lor.
b) Studiati diferentiabilitatea functiei f in (0, 0).

Exercitiul 4.3.6. Si se demonstreze ca functia f : R%>R, f(x, y) =sin(xy?) este diferentiabili pe R? si s se
calculeze diferentiala sa.

Exercitiul 4.3.7. Si se demonstreze ca functia f : R°—>R’,
f(x, y) =(sin xy, sin(xsiny), sin x — cos y) este diferentiabild pe R? si sd se determine df.

Exercitiul 4.3.8. Fie f : R*>5R,
arctgIn(x® +y* +z%),(x,y,z) # (0,0,0)
fx.y,)=1 x

—5 , (X y,2)=(0,0,0)



a) Studiati diferentiabilitatea functiei fin (0, 0, 0)

o (1 1 1)
b) Determinati (grad f)| — E,

2'2' 2
€) Determinati ﬂ (l,l,ij unde v este versorul gradientului functiei f in punctul
ovi222
111
27%)
Exercitiul 4.3.9. Demonstrati ca daca z(x, y) = f(y + ax) + g(y - ax) atunci aZZTZS - gxii =0 oricare ar fi

functiile f si g de clasa C? pe R.

0’z 0%z |
5 s o7 daca

Exercitiul 4.3.10. Sa se calculeze

2(x, y) = fOZ + 2, x> — y2, xy) unde f este o functie de clasa C? pe R®.
Exercitiul 4.3.11. Sa se scrie formula lui Taylor pentru functia

f(x, y) = &”*sin y si punctul (0, 0).

Exercitiul 4.3.12. Si se studieze diferentiabilitatea functiei f : R*—R?,

X3+ 3
i e 2y 2 00)
f=(ff), ik y) = (k- D&, b y) = 1 | X | +] Y|

0 (% y)=(0,0)
in (0, 0).

h1 —h 2
R. f este diferentiabila in (0, 0); dfi, g)(h1, h) = 0 .

Exercitiul 4.3.13. Se dau functiile f, g: R°—R? f = (f, f,), g = (g1, g2) unde fy(x, y) = x° — y*, f2(x, y) =
3XAy + 3xy%, 01X, Y) = X + Y, Ga(X, Y)= X — Y. Si se arate ca functiile £, g, f © g sunt diferentiabile pe R si sa
se scrie df, dg,
fogsid(fog).
3x?h, —3y’h
R. dfy, »(hs, h) = . y N
(6xy +3y?)h, + (3x* +6xy)h,
400 (e 1) h, +h,
Jix, y o) =

(x, ALy 112 hl _ h2

(fo @x, ) = (6% + 2y, 65 — 6xy?)

12xy 6x* +6y° \ h,
d(f X, h , h,) = =
(© &y, ho) [18X2—6y2 12%y ),

_ (12xyh, +(6x* +6y?)h,
(18x* —6y?)h, —12xyh,
Exercitiul 4.3.14. Sa se determine extremele locale ale urmatoarelor functii:

, 1-X 1-x+x?
a)f(x) =x"-3x +2 b)f(x) = arctg —— fx) = ——
1+x 1+

o)) =ve* —1 f)f(x) = %

] pentru orice (x, y), (hy, h,)e R?

Afx) = |x - 1]



R. a) x = -1 punct de maxim local, x =1 punct de minim local; b) nu are;
1
C) x = E punct de minim local; d) x = 1 punct de minim local; e) x = 0 punct de minim local; f) x = e

punct de minim local.
Exercitiul 4.3.15. Sa se determine punctele de extrem local pentru urmatoarele functii:

a)f(x, y) =x* +y* — 3xy b)f(x, y) = x% + 8y° —6xy + 1

Of(x, y) =2x3 — xy? + 52 + y?  d)f(x, y) =xy’e*”

e)f(x, y) = 1 Hi(x, y) = 1+X—_y
Dy HY) T 1 x2 e y?

9)f(x, y) = xy In(* + y?) h)f(x, y) =In (1 + /X% +y?)

1
R. a) (1, 1) punct de minim local; b) (1, Ej punct de minim local;

5
c) (0, 0), (—g,OJ puncte de minim local; d) (-1, 2) punct de maxim local, (o, 0) este punct de minim

local dacéd o > 0, punct de maxim local si nu e punct de extrem daca a = 0; e) (2, 1) punct de maxim local;

1 1 1 1
) (1, 0) punct de maxim local, (1, 1) punct de minim local; g) (— — si , sunt
N 2e \/ZeJ [\/Ze \/ZeJ

1 1 1 1
— , si — sunt puncte de minim local; h) (0, 0)
V2e \/Ze] [\/Ze \/Zej
punct de minim local.

Exercitiul 4.3.16. Sa se determine punctele de extrem local ale urmatoarelor functii:
a) f(x,y,2z)=3x*+y* + 272 — 2xy + 2yz
b) f(X,y,z) = X2+ Y+ 422 —xy +xz + 2yz
¢) f(x,y,2)=x3+y*+ 2+ 12xy + 2z
d) f(x,y,2) = (x-a)°’ + (y-b)* + (z-c)’ +d
e) f(x,y,2) =4’ +y* +97° + 4x -2y + 62— 3
fx,y,2)=xyz -(x+y)lnz+5
R. a) (0, 0, 0) punct de minim local; b) (0, 0, 0) punct de minim local;
c) (24, -114, -1) punct de minim local; d) (a, b, ¢) punct de minim local;

puncte de maxim local, iar [

(1 1) .
e) | —,1,— | punct de minim local.
2 3

Exercitiul 4.3.17. Si se demonstreze ca functia f(x, y) = (1 + e)cos y — xe* (x, y) € R? are o infinitate de
puncte de maxim local si nici un punct de minim local.



5. FUNCTII IMPLICITE. EXTREME CONDITIONATE.

5.1. Notiuni teoretice. Rezultate fundamentale.
5.1.1. Functii implicite.

in capitolele precedente am studiat functii de una sau mai multe variabile date sub forma explicita,
adica de forma y = f(X) , unde f ne arata concret cum depinde y de X . Sunt situatii insd cand legatura intre
marimile X si y este data implicit de o ecuatie de forma F(x, y) = 0, explicitarea in raport cu y, de exemplu,
nefiind posibila intotdeauna in mod univoc.
in cele ce urmeaza vom arita cand este posibild explicitarea unei ecuatii F(x, y) = 0 si ce
proprietati putem deduce pentru explicitarea f (a carei expresie analitica nu poate fi gasita in general) din
proprietatile functiei F.
Definitia 5.1.1.1. Fie ecuatia F(x, y) = 0 unde F : D —R este o functie data, definitd pe multimea deschisa
D c R? Fie D, proiectia lui D pe axa Ox si fie AC Dy,
O functie /- A—R se numeste solutie sau explicitare (in raport cu y) a ecuatiei F(X, y) = 0 pe mul{imea A,
daca pentru orice X € A, F(x, f(x)) = 0. Daca exista o singura explicitare f pentru ecuatia F(X, y) = 0, functia
f se numeste functie definitd implicit de ecuatia F(x, y)= 0 sau, pe scurt, functie implicita (de o variabild)
Teorema 5.1.1.1. Fie ecuatia F(x, y) = 0 unde F : D —R este o functie datd, definitd pe multimea deschisa
D c R Fie (X, Yo) € D. Daci sunt indeplinite conditiile:
1. F(Xo, Yo) = 0;
2. F este de clasa C! pe o vecinatate a punctului (Xo, Yo);

OF
3. — (Xo, Yo) # 0,
oy

atunci
a) exista Ue 7 (X), V€ ¥ (Vo) si o explicitare unica 1 :U—V (in raport cu y) a ecuatiei F(x, y) =0
astfel tncat f(xo) = yo;
b) explicitarea f este de clasd C* pe U si pentru orice x € U,

F (x,(x)

ZyF(x,f(x))

Aceasta teorema poate fi extinsa usor la functii implicite de mai multe variabile.

Definitia 5.1.1.2. Fie ecuatia F(X;, Xz, ..., xp; ¥) = 0, unde F : D —R este o functie datd, definita pe
multimea deschisi D R”™. Fie AC RP o multime cu proprietatea ci pentru orice X = (Xy, Xa, .., xp) €A
existd ye R incét (X, y) €D. O functie f: 4 —R se numeste solugie sau explicitare (in raport cu y) a ecuatiei
F(X1, X2, ..., xp; ¥) = 0 pe multimea A, daci pentru orice X = (X1, Xz, ..., Xp) €A avem: F(Xy, Xz, ..., xp; f(Xq,
X2, ..., Xp)) = 0. Dacd exista o singurd explicitare f a ecuatiei date, functia f se numeste funcfie definita
implicit de ecuatia F(Xy, Xz, ..., xp; Y) = 0 sau, pe scurt, functie implicita (de variabilele reale x;, X, ..., xp)
Observatia 5.1.1.1. Daca notdm X=(Xy,Xz, ...,Xp) ecuatia F(X;,Xz, ..., xp; Y)=0 se poate scrie F(x, y) = 0 iar
solutia y = f(Xy, Xo, ..., xp) Se scrie y = f(x) . Deci, putem considera numai ecuatii de forma F(x, y) = 0 in
care X este variabila reala sau vectoriala.
Teorema 5.1.1.2. Fie ecuatia F(X, y) = 0, unde F - D —R este o functie data, definitad pe multimea deschisa
Dc R
Fie (Xo, Yo) = (%% 2% ..., x,”; Vo) € D. Daci sunt indeplinite conditiile:

1) F(Xo, Yo) =0;

2) Feste de clasa C' pe o vecinitate a punctului (Xo, o) ;

oF
3) ~ (Xo, YO)#),
oy

S =-

atunci:



a) exista Ue 7 (Xo), V€ ¥ (yo) si o explicitare unicd /' :U—V a ecuatiei F(x, y) = 0 (in raport cu y)
incat f(xo) = yo;
b) explicitarea f este de clasd C* pe U si pentru orice x€ U si orice  j =1, 2, ..., p avem:

oF
o o ()

—X)=- —

ox, ?yz(x,f(x)) |

Sé consideram acum problema functiilor definite implicit prin sisteme de ecuatii.

Definitia 5.1.1.3. Fie F;:D —R,i =1, 2, ..., m functii date, definite pe multimea deschisi D R™™. Fie
AC R’ 0 multime cu proprietatea cd pentru orice X = (X1, Xp, ..., Xp) existd Y = (Y1, Y2, ..., ym) € R" astfel
ncat (X, y) €D. Un sistem de functii {fi :A—R,i =1, 2, ..., m} se numeste solutie sau explicitare (in raport
cu variabilele yy, Y, ..., ym) pe multimea A a sistemului de ecuatii Fi(x,y) =0,i =1, 2, ..., m daca

Fi(x, f1(X), f2(x), ..., fu(X)) = 0 pentru orice i =1, 2, ..., m i orice X€ A.

Daca sistemul de ecuatii dat are pe mulfimea A o singura solutie {f;, f5,..., fm}, spunem ca functiile
f1, fo ..., fi SUNt definite implicit de sistemul de ecuatii dat sau, pe scurt, sistemul de functii {f;, 5, ..., fn}
este un sistem de functii implicite (de variabilele Xy, X,, ..., xp)

Observatia 5.1.1.2. Daca pentru simplificarea scrierii, se noteaza
X= (X1, co, Xp)s Y = Y1 ooy Ym)s F = (F1, Fo, ..., F), atunci F este o functie vectoriald definitd pe multimea
deschisa D R”™ cu valori in R™, iar sistemul se scrie mai simplu:

Fix,y)= 0.0
Daci se noteazi f = (fy, f,, ..., /) atunci f este o functie vectoriald definitd pe mulfimea deschisi AC R® cu
valori in R™. A spune ci sistemul de functii {f;, f,, ..., fu} este o solutie a sistemului de ecuatii dat revine la
a spune ca functia vectoriala f este o solutie a ecuatiei vectoriale
Fix,y) = 0.n
adica F(x, f(x)) = GRm pentru orice x € A. Tn acest fel, un sistem de m functii implicite reale, definite de un

sistem de m ecuatii, este echivalent cu o singurd functie implicitd vectoriala, definitd de o ecuatie
vectoriald. Se poate extinde acum usor, teorema de explicitare de la ecuatii la sisteme.
Teorema 5.1.1.3. Fie sistemul:
Fi(Xw X2 v, Xp3 Y1, V2o oo Ym) =0,i=1,2, ..., m

unde F; - D—R , i =1, 2, ..., m sunt functii date, definite pe multimea deschisd D C RP*™. Fie (Xo, Yo) =
(Xlo, xpo; ylo, ymo) € D. Daci sunt indeplinite conditiile:

1) Fi(Xo,Yo)=0i=12, .., m;

2) Functiile F, i =1, 2, ..., m sunt de clasa ct pe o vecinatate a punctului (Xo, Yo);

D(F,F,,....F
(R.F. Fy) 0 y0) % 0,
D(Y; Y201 Yim)
atunci
a) exista Ue 7(Xo), VE 7 (Yo) si 0 explicitare unica f -:U—V, f=(f, fp ..., fm) @ sistemului

dat astfel incat f(xo) = Yo;
b) functiile reale fy, f, ..., f sunt de clasa C' pe U si

D(F,.....F,,....F.)

f
i(X) _ D(yla---,xj,..,.,ym)(x (X))
o, T DEFuF) (o

D(Y1r Vi Yim)
pentruoricexe U, i =1, 2, ...m,j=1,2, .., p.
(determinantul de la numarator se obtine din jacobianul de la numitor prin inlocuirea coloanei derivatelor in
raport cu y; cu coloana derivatelor in raport cu x;).
Observatia 5.1.1.3. a) Oricare dintre cele trei teoreme anterioare reprezinta o teorema de existentd a
functiei implicite f (scalare sau vectoriale, de una sau mai multe variabile); sunt date conditii suficiente care



asigurd existenta functiei implicite, de clasi C*, fard a da o metoda efectivd de explicitare, acest lucru
nefiind, in general, posibil.

b) Punctele critice ale functiei y = y(x) definita implicit de ecuatia F(X,y)= 0 se determina punand conditia
necesara y’ = (), adica rezolvand sistemul:

F(x,y)=0

oF
—(x,y)=0
ax( y)

oF

A (Xv y) =0

oy

Pentru precizarea punctelor de extrem se afla semnul lui y ” n fiecare din punctele critice.

¢) Daca F : D—R este o functie de clasd C? pe multimea deschisa D < R® ecuatia F(x, y, z) = 0 defineste
local, in conditiile teoremei 5.1.1.2., o functie z = z(X, y), astfel incat sa aiba loc identitatea F(X, y; z(X, y)) =
0; desi, in general, aceastd functie nu se poate explicita efectiv, se pot calcula derivatele partiale de ordinul
inti si doi ale lui z, iar pentru a determina extremele locale ale functiei z, se determina mai intai punctele
critice, rezolvand sistemul:

F(x,y,z)=0

oF
—(X,y,2)=0
ax( Y, 2)

ﬁ(x,y,z):O
oy

E(x,y,z);«tO
0z

Se determina apoi semnul expresiei

822_622_ 0°z
ox* oy* | oxoy

2
j n fiecare dintre punctele critice, apoi semnul
2

.02 . . . .
lui —- n fiecare dintre punctele in care aceastd expresie este strict pozitiva.
X

5.1.2. Transformiri punctuale in R° . Schimbiri de coordonate.

Se stie ca o functie reald de o variabild reala f este inversabila daca si numai daca este bijectiva,
iar, in anumite conditii, unele proprietiti ale functiei f se transmit functiei inverse f *. A determina f ! este
echivalent cu a explicita, n raport cu x, ecuatia f(x) —y = 0.

Pentru functii de mai multe variabile, problema inversarii este mai complicati. Daci ACRPsi f :

A — R™ este o functie vectoriald de componente fi, f,, ..., fu, ecuatia vectoriald f(X) — y = eRm este

echivalenta cu sistemul

filXe, Xo e, Xp)—=Yi=0,i=1,2 ..., m
iar determinarea inversei (atunci cand existd) revine la explicitarea sistemului in raport cu variabilele Xy, X,
..., Xp. Conform celor prezentate in teorema 5.1.1.3., numdrul variabilelor ce pot fi explicitate coincide cu
numarul de ecuatii; prin urmare, trebuie ca m = p, iar pentru a putea utiliza teorema 5.1.1.3. trebuie
considerate functii de clasa C. De aceea, in cele ce urmeaza, consideram A C R multime deschisa, T: 4 —
R de clasa C! pe A si cautdm conditii care sa asigure existenta inversei T 1. B— 4, unde
B = T(A), precum si diferentiabilitatea lui T ™.
Definitia 5.1.2.1. Fie ACRP, BC R” multimi deschise.
O aplicatie 74 —B de clasi C' pe A se numeste transformare punctuald de la A la B.



Prin aplicatia T,de componente fy, f,, ..., fp,oricarui punct
X=(X1, X, ..., Xp) € ATi corespunde un punct bine determinat
Y= u Y2 ... ¥p) €Bunde y; = fi(Xy, X2 ..., xp), ..., Yo = fo(Xs, ..., xp) ceea ce justificd denumirea de
transformare punctuala.
Definitia 5.1.2.2. Fie ACR’, BC R multimi deschise. O transformare punctuald 7:4 —B se numeste
difeomorfism (sau transformare regulatd) daca T este bijectiva si inversa ei T - B—4 este o transformare
punctuald de la B la A.

Aplicand teorema 5.1.1.3. pentru sistemul fi(xy, ..., xp) —Vi =0,
i=1,2, .. p,in teorema urmatoare sunt date conditii suficiente pentru ca transformarea punctuala T, de
componente fy, f,, ..., f; sd aiba o restrictie inversabil, iar inversa sa fie tot o transformare punctuald, adica,
local, sa fie difeomorfism.
Teorema 5.1.2.1. (de inversiune locald) Fie T : A— R o transformare punctuali, de componente fi, f,, ...,
fp, pe multimea deschisda AC R” si fie X, € A un punct astfel incat

D(f,.f,..... ;)

D(Xy, Xy, X))

Atunci existd o vecinatate deschisd Uy a punctului X, si o vecindtate deschisa Vo a punctului yo = T(Xo),
astfel ca T sa fie difeomorfism de la Ugy la V.

Observatia 5.1.2.1. a) Dacd @1, ¢y, ..., @, sunt componentele transformarii inverse T 1 tinand seama de
observatia 4.1.4.1. b), avem:

D(f,.f,,...T,) - D(@y, 9y P,)

(o) 20

(Txo)) =1,
D(Xy Xp0Xp)  D(¥gYarea¥y)
adica :
-1
D(p,,®,,..., D(f,,f,,...f
(01,9, (Pp)(T(XO))= (f..f, ) (X,)
D(yl’yZ""!yp) D(Xl’XZ""'Xp)

Aceasta egalitate corespunde formulei care dd derivata functiei inverse a unei functii derivabile de o
variabila. Deci, din acest punct de vedere, in cazul transformarilor punctuale, rolul derivatei il joacd
jacobianul transformarii.

b) Rezultatul stabilit Tn teorema 5.1.2.1. are un caracter local, chiar daca jacobianul transformarii este nenul
n orice punct din A. De exemplu, daca

T: R®> R? este transformarea dati prin x(r, 8) = rcos 6, y(r, 6) =rsin 0 jacobianul transformarii T este

D(x,y)
D(r,0)
este bijectivd, dar T nu este bijectiva pe R2\{(0, 0)} din cauza periodicititii functiilor sin si cos, imaginile
punctelor diferite (», 6), (r, 8 + 2z) coincid, deci T nu este injectiva.
Definitia 5.1.2.3. Fie ACR® o multime deschisi. O transformare punctuald injectivi T : A— RP care
stabileste un difeomorfism de la A la B = T(A) se numeste schimbare de coordonate in A. Daca fy, f,, ..., f
sunt componentele lui T, atunci pentru orice x € A, numerele fi(x), f2(x), ..., fo(X) sSe numesc coordonatele lui
x n sistemul de coordonate T.
Exemplul 5.1.2.1. FieA={(x,y)e R% x>0 siy>0}.

=r; conform teoremei 5.1.2.1., orice punct (r, 8) cu r # 0 are o vecinatate in care transformarea T

Aplicatia T - A— R*, T(x, y) = (r, #) unde r = \/X2 + y2 , 0 =arctg y este o schimbare de coordonate,
X

numita trecerea de la coordonate carteziene la coordonate polare in A.
Observatia 5.1.2.2. Teorema 5.1.2.1. afirma ca, daca T este o transformare punctuala cu jacobianul nenul
intr-un punct xo, atunci, local, (intr-o vecinatate a lui Xo) T este 0 schimbare de coordonate.

5.1.3. Extreme conditionate. Puncte de extrem global.

Ne punem mai intdi problema determindrii extremelor unei functii luand in considerare valorile
acesteia doar In punctele care indeplinesc anumite conditii suplimentare date. De exemplu, daca se cere sa



se determine acel punct al planului x + y+ z =1 care se afla la cea mai mica distanta fatd de origine, trebuie

sa determindm, evident, minimul functiei d(X, y, z) = 4/ X% + y2 +2? Iuand in considerare doar tripletele

(X, y, ) care indeplinesc conditia X +y + z = 1. Aceasta este o problema simpld de extrem conditionat. O
cale naturala de rezolvare este urmatoarea: se expliciteaza ecuatia datd in raport cu z, de exemplu, se
introduce z in expresia functiei si se obtine o problema de extrem obisnuit pentru functia de doua variabile
obtinutd (care reprezinta restrictia functiei d la planul considerat). Deoarece practic aceastd explicitare, in
general, nu este realizabila, se recurge la o metoda indirecta, bazata pe teorema functiilor implicite, pe care
0 vom prezenta in continuare.
Definitia 5.1.3.1.Fie D R"™ o multime deschisa , f : D — R o functie de clasi C' pe D. Presupunem ci
intre variabilele x, ..., xp; Y1, ..., ym existd m conditii (restrictii, legaturi): gi(Xs, ..., Xp; Y1, ..., ym) = 0,1 =1,
2, ...,mundeg;: D— R,i=1, .. msuntde clasi C' pe D. Fie

M ={(Xs, ..., Xp; Y1, -0, ¥m) €D GilXy, oo, Xp; Y1, o, y)=0, i=1,2, ..., m}
Se numeste punct de extrem local al functiei f conditionat de
Gi(Xe, oo Xp; Y1, s ) = 0,0 =1, 2, ..., m orice punct
o ..., xpo; v .., yn°) €M pentru care exista o vecinatate V C D, incat diferenta f(xy, ..., Xp; Y1 e Ym) -
o’ ..., xpo; v’ ..., ') sd aibd semn constant pe MMV .
Utilizand teorema 5.1.1.3. pentru sistemul gi(Xy, ..., Xp;Y1, ... Ym)= 0,
i= 1, 2, ..., m, teorema care urmeaza da conditii necesare ca un punct sd fie punct de extrem local
conditionat pentru o functie data.
Teorema 5.1.3.1. (Lagrange) Fie f : D — R o functie de clasia C* pe multimea deschisi D < RP™.
Fie (Xlo, xpo; ylo, ymo) € D un punct de extrem local al functiei f, conditionat de legaturile gi(Xy, ...,
Xps Y1 - Yo)= 0, i=1, 2, ..., munde functiile g; - D— R, i=1, 2, ..., m sunt de clasa ct pe D si

D(9,.95++9m)
D(Y; Y201 Yim)

Atunci exista m numere reale Ay, A, ..., Ay, astfel Incét punctul

(Xlo, xpo; y1°, ymo) sa fie punct critic pentru functia
F=f+M0:1+ 20, + ... + A0
(Numerele Ag, Ay, ..., Am S€ nUMesc multiplicatori Lagrange, iar functia F se numeste functie Lagrange)
Observatia 5.1.3.1. Daci
D(X1, X, ooy Xp) = T(Xe, ooy X5 Yi(Xe oo Xp)y oo, V(X1 .y X))

unde y1 = y1(Xy, ..., Xp), Y2 = Yo(X1, oo, Xp), ooy Y = Ym((X1, ..., xp)) sunt explicitari locale ale sistemului gj(Xy,
oo Xp3 Y1 oo, y)= 0, i=1, 2, .., m atunci functia @ reprezinta restrictia functiei f la mul{imea M si,
evident, (x;°, ..., x,"; Y1’ ..., yn") este punct de extrem local pentru f, conditionat de gi(Xs, ..., Xp; Y1, -, Ym)=
0, i=1, 2, ..., m daca si numai dacd (xlo, xpo) este punct de extrem local pentru functia ®. Prin urmare,
in practica, teorema 5.1.3.1. se aplica astfel: fiind date functia f i legaturile
0i(Xe, oo Xp; Y, oo, y)=0, i=1, 2, ..., m se considera functia Lagrange
F =1+ M0+ A0 + ... + AnOm cu numerele Aq, Ay, ..., Ay Nedetrminate; se rezolva sistemul:

oF

— (X XY ¥ ) =0,]=12,...,
axj(l o1 Y1 Ym) =0,] p

E(xl,...,xp;yl,...,ym) =0,1=12,...m

;i
O (Xpses X Va0 Y ) =0, 1=12,...,m

R R VN T Y

Acest sistem are p + 2m ecuatii si p + 2m necunoscute. Daca xlo, xpo; ylo, ymo, Xlo, Xzo, e
AmC este o solutie a acestui sistem, atunci (X, ..., xpo; y1’ ..., ym’) este punct critic pentru functia Lagrange
F corespunzatoare multiplicatorilor M AL, ..., A, Pentru a vedea daca
(Xlo, xpo; ylo, ymo) este punct de extrem conditionat pentru f este suficient s verificam daca (Xlo,
Xpo) este punct de extrem local pentru functia ®; daca fsi g, i = 7, 2, ..., m sunt functii de clasd C* putem
studia hessiana functiei @ in punctul (x;’, ..., x,”).



Definitia 5.1.3.2. Fie f : ACR"— R o functie arbitrari X, € A. Punctul X, se numeste punct de extrem
global al functiei f daca diferenta f(x) — f(xo) are semn constant pe A. Mai precis, punctul X, se numeste
punct de maxim (respectiv minim) global al lui f daca pentru orice X € A avem f(x) — f(xo) < 0 (respectiv f(x)
—f(xo) > 0)
Observatia 5.1.3.2. Daci f este de clasd C' pe A atunci f este diferentiabila si, prin urmare, continua pe A.
Tinand seama de teorema 3.1.5.4., daca A este compacti atunci f este marginita si isi atinge marginile pe A.
Prin urmare, existd X-, X € A astfel inct f(x.) = inf f (A), f(x") = sup f(A). Evident, x- este punct de minim
global, iar X" este punct de maxim global pentru functia f. Daci Int(A) reprezinti interiorul multimii A, iar
Fr(A) reprezinta frontiera multimii A, atunci:
Int(A)={xeA:IVev(x), VCA}
Fr(A) ={xeR" V Ve V(X), VN A#D 5i VN CA+D }
Deoarece A este compacta (deci marginita si inchisd) avem:
A = Int(A) U Fr(A).

Deoarece x« € A deducem ca X~ € Int(A) sau x- € Fr(A).

Daca x«€ Int(A), atunci x~ este punct de minim local pentru f, iar daca x~& Fr(A), presupunand ca Fr(A)
poate fi definitd prin ecuatii carteziene, atunci X~ este punct de minim pentru f, conditionat de aceste ecuatii.
O discutie asemanitoare are loc pentru X .

Astfel, daca se cer marginile unei functii de clasd C' pe o multime compacta A (punctele de extrem
global) se aplica teorema Iui Fermat pentru a determina punctele de extrem local situate in interiorul
multimii compacte si teorema lui Lagrange pentru cele care se afla pe frontierd. Avand asigurata existenta
punctelor x«, X (prin teorema 3.1.5.4.) este suficient si calculim valorile functiei f In toate punctele
stationare determinate si sa retinem valorile extreme.



5. FUNCTII IMPLICITE. EXTREME CONDITIONATE.

5.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 5.2.1. Si se determine y’si y’” dacd y = y(X) este o functie definitd implicit de ecuatia (x* + y?)®
—3(x*+y?)+1=0.

Solutie. Fie F(x, y) = (X* + y?)* = 30 + y?) + 1, (x, y) € R%. Evident F este de clasa C' pe R%

oF (X, y) =6x(X* +y* - )(x* +y* + 1)
OX
F (X, y) =6y(X’ +y* - )(x* +y* + 1)
oy

8_ (X, y)= 0 daca si numai dacd y = 0 sau x* + y* — 1 = 0. Prin urmare, ecuatia F(x, y)= 0 defineste pe y ca

functie de X in vecindtatea oricarui punct (Xo, Yo) din multimea D = {(x, y) € R%: y #0, x* + y* — [ # 0} care
verificd ecuatia datd. Pentru orice x dintr-o vecinatate a punctului X, ecuatia data are solutie unica y(x).

. X
Obtinem, y’ = - —.
y
X
' y+Xx-— 2 2
. s YTXY y _ ¥y +X
Calculul direct arata ca y”” = - > =- > =- T -
y y y

Exercitiul 5.2.2. Sa se determine derivatele partiale de ordinul intéi si al doilea ale unei functii z definita
implicit de ecuatia: X~ 2y* + 32 —yz + y=0
Solutie. Fie F(x,y, z) = x*— 2y* + 32> —yz +y. Evident, F este de clasa C pe R®.

oF oF oF ,
— Y. 2)=2%X — (X, ¥,2)=-4y—-z+1, — (X, v, 2) = 62— . Ecuatia F(X, y, z) = 0 defineste pe z ca
OX oy oy

functie de variabilele X, y in vecinatatea oricdrui punct (Xo, Yo, Zo) din multimea D = {(X, y, 2): F(X, ¥, 2) =
0,6z -y# 0}

Pentru orice (x, y) dintr-o vecinatate a punctului (Xo, Yo) ecuatia data are solutie unica z(x, y). Calculul direct
arata ca:

0z 0z —4y—-z+ L o 5
6_ (X, y)= -6—_, E X, y)= - 62——y Derivand inca o datd, tindnd seama ca z = z(X, Y)
obtinem :
oz 2X
—V)=2X-6-= 2(6z-y)+2x-6
6_22()( )= 2(62-y) - 2x Gax _ 6z=y) 6z—y _ 2(6z-y)® +24x’
ox* (6z-y)* (6z-y)* (6z-y)®
oz oz
—(6z-y)—(-4y-z+1)-6—
oz ox P22 6L ax(esy—6)
oxdy (62-y)* (6z-y)°
0z 0z
—-4——|6z-y)—(-4y-z+1)|6—-1
2 ( 8yj( y)—(-4y )( & j
— X y)=- > =
oy (6z-y)

_ 150z* —50yz+50y —100y* — 6
(62 -y)° '




0’z 0%z
oXoy  OyoX

observand ca F este de clasd C?, de unde deducem ci z este de clasa C? si, prin urmare, derivatele mixte
sunt egale.

Printr-un calcul asemanator se aratd ca . Acecastd egalitate se poate deduce

2

Exercitiul 5.2.3. Sa se calculeze (1, -2) daca 7 este functia definitd implicit de ecuatia x* + 2y* +

32 + xy —z—9 = 0'si de conditia z(1, -2)= 1.

Solutie. Functia F(x, y, z) = x* + 2y* + 32° + xy — z — 9 si punctul (1, -2, 1) satisfac conditiile teoremei
51.1.2

F xy.z(x.y))

0z OX 2X+Y
~ (X, y):' =-
0 oF 2 _
X Tyzxy)  F L
0z
oF
7 X1 y ’
o2 ay( Y, Z(X,Y)) ty+z
~ (X, y):' =- 2
oy 9z° -1

ZF(x,y,z(x,y))
Z

pentru orice (X, y) dintr-o vecinatate a punctului (1, -2).
0z
, (9z% 1) — (4y + z)(18z ax)
X, y) = - .
axay &Y 922 —1)?

Atunci

0z 9%z g8 1
Deoarece z(1, -2) =1, — (1, -2) = O rezulta 1-2)=- 5=—-.
OX OX 8 8
Exercitiul 5.2.4. Sa se determine derivatele partiale de ordinul intéi si doi ale functiilor u = u(x, y) si v =
v(x, y) definite implicit de sistemul
{u +V-X-y=0

Xu+yv-1=0
Solutie. Fie Fi(X,y,u,V)=u+v-Xx-ysiF(X,y,u,v)=xu+yv-1
Calcule simple aratd ca:
oF, oF, oF,  oF
=-1 =-1, — =1,

ox oy ou o
oF, oF, oF, oF,

:ul :V, :)(, :y
OX oy ou ov
D(R,F) ) 11
y—X
D(u,v) [xvy
D(F.F) F) -11
__y_u
D(x, V) uy
D(R.F) _|-1 1‘
_-y_\/
D(y.,v) |Vvy




. —y-u _y+u ~du _y+vVv oV U+X ov

Rezultd cd — =- = si— = pentruy - x#0. Analog — = - , — =
OX y—X y-X 0y y-—-X OX y—X oy

V+ X

y-x

Derivatele de ordinul doi se calculeazd folosind regula de derivare a catului si tindnd seama ca u = u(x, y), v

=v(x,y).

ou
J: K Y0y +u(=D) _2(y+u)
(y-x)* (y-x)*

+VJ: TO-0-HED
X (y-x)* (y—x)*

(1+Z;J<y—x)—(y+v)

’u 8(y+vj_ _—2(x+V)
oy*  oy\y-x (y-x)* (y-x)°
. _0°v 9°v P
Analog se determina > , 5
OX° 0Oxoy oy
Exercitiul 5.2.5. Si se determine extremele unei functii implicite y = y(x) definiti de ecuatia x> + 8y* — 6xy

=0.

- s oF )
Solutie. Fie F(x, y) = x® + 8y° — 6xy. Avem 8_ (X, y) = 3x“ — 6y,
X

oF )
— (X, y) = 24y° — 6X.
oy

Ecuatia F(x, y) = 0 defineste pe y ca functie implicita de variabila X in vecinatatea oricarui punct
(Xo, Yo) din multimea

D={(x,y) €R% x> +8y’—6xy =0, 4y* - x # 0.

Pentru orice x dintr-o vecinatate a punctului X, avem:

“ 1 x*-2y
) =- —-
d 2 4y —x
2 —

X®—2y=0 X, =32
y'=0< x> +8y° —6xy =0 = 34

4y* —x #0 Yo=—7~
yreg=- L. (2x=2y'(X))(4y* —x) = (x* = 2y)(8y - y'(x) —1)

2 (4y* —x)?
2
Deoarece y’(xo) = 0, deducem ca y’’(xo) = ——-% = -1 <0 sideci xp = %/E este punct de
2 (4YO - Xo)
maxim pentru functia y = y(X) definitd implicit de ecuatia datd in vecinatatea acestui punct; valoarea
- Y4

maxima a lui y este y(Xo) = Yo = 7 .

Exercitiul 5.2.6. Sa se determine extremele unei functii implicite z = z(X, y) definitd de ecuatia



5x? + By + 572 — 2xy — 2xz2 —2yz— 72 =0
Solutie. Fie F(x,y, z) = 5x* + 5y* + 5% — 2xy — 2xz — 2yz — 72.

oF
Evident, in orice punct (x, y, z) € R®, avem: 6_ =10x — 2y — 2z,
X

oF oF ) a3
— =10y — 2x - 2z, 8_ =10z — 2x — 2y. Deci F este de clasa C™ pe R”.
z

Ecuatia F(x, y, z) = 0 defineste pe z ca functie implicita de variabilele X si Yy in vecinatatea oricarui punct
(Xo, Yo, Z0) din multimea
D = {(x,y,z) € R®*:5x°+5y*+57°— 2xy — 2xz — 2yz - 72 = 0, 10z — 2x — 2y # 0.

0z y+z-5x o0z X+2z -5y
Avem —(X,y)= ——— si — (X, y)=———
OX 52-x-y oy 9Z—-X-Y
0z y+z-5x=0
a_x=0 X+z2-5y=0
=
9z _y 5x2 +5y? +52% —2xy —2xz —2yz—72=0
oy 9Z-x-y=#0
_ Xx=y=1 Xx=y=-1
adicd sau .
z=4 Zz=-4

Derivatele partiale de ordinul doi ale Iui z sunt :

0z 0z
(ax —5)(52 -X-Yy)—(y+z —SX)(SaX —1)

0T -
ox? Y (5z-x-y)?

0z 0z

—=5|5z-x-y)-(x+z-5y)|5—-1
5% (ay j( y)—( y)( & j
dy (5z-x-y)

oz 0z

022 . (1+axj(Sz—x—y)—(x+z—5y)(58x—1)
oxoy i (5z-x-Yy)®

Tinand cont de teorema 5.1.1.2. ecuatia data defineste in mod unic pe z ca functie de X si Yy pe o vecinatate
a punctului (1, 1, 4). Punctul (1, 1) este punct critic pentru aceasta functie si z(1, 1) = 4. Hessiana lui z in
(1, 1) este

> 1
Hen=| % 18
18 18
Ay =- — <0siA; = — >0. Prin urmare, (1, 1) este punct de maxim local pentru functia z = z(x, y)

18
definita implicit de ecuatia data in vecinatatea acestui punct, iar valoarea maxima este z(1, 1) = 4.
Analog, (-1, -1) este punct critic pentru unica functie z = z(X, y) obtinuta aplicand teorema 5.1.1.2.
ecuatiei date si punctului (-1, -1). Hessiana acestei functii este



5 1

Hy(-1, -1) = 181 %8

18 18
Deoarece A; = E> 0siA; = E > 0 rezulta ca (-1, -1) este punct de minim pentru aceasta functie.

Valoarea minima este z(-1, -1) = - 4.

1
Exercitiul 5.2.7. Sa se determine extremele functiei f(X, y, z) = X + y+ z conditionate de —+—+— =1.
Xy z
- 1 1 1
Solutie. Fie F(x,y,z) =x+y+z+A| —+—+——1| cux£0,y#0,
X Yy z
oF A
—Xy)=1-—=0
oX X
oF A
E(va) :1_7 =0
z # 0, L€ R. Rezolvand sistemul
oF A
—xy)=1-—=0
0z z
1 1 1
—+—+—-—-1=0
X Yy z
se obtin solutiile A\ =9, X; =y; =2, = 3.
7»2=1,X2=y2=1,22='1
7»2=1,X3=23=1,y3='1
7»2=1,Y4=Z4=1,X4='1
Fie ©(X, y) = F(X, , z(X, y)) restrictia lui F la mul{imea
1 1 1
M={KxvVy,2: —+—+— =1}
X Yy z
0o oF oF oz 0od OF OF oz
Atunci — = — + — — si — = — + — — unde
OX OX OXox oy oy o0zoy
1 1
Z = 2(X, y) este definita implicit de restrictia —+—+— = 1.
X 'y z
. - . oz 7 o0z 7?
Derivand restrictia in raport cu X (respectiv y) obtinem — =- —- (respectiv — = -— ).
oX X 0 y
2> o0 z? , . o
Rezultacd — =1- — =1- —-. Calculand derivatele partiale de ordinul doi obtinem:

ox Y y?
O’®d  2z%(z+x) o'® _ 2z° o*® _ 2z°(z+y)
ox2 - x4 ' oXay - Xzyz' ayz B y4
4/3 2/3
2/3 4/3

minim pentru @, deci (3, 3, 3) este punct de minim conditionat pentru f.

4 4
Obtinem Hg(3, 3) = [ J Deoarece A; = g >0, A, = g > 0 rezulta ca (3, 3) este punct de



me = & T ma=(0 Hsmay=[° 2
<1>(:)—_20,¢(,)—20$1<1>(,)—20.

in aceste cazuri valorile proprii sunt solutii ale ecuatiei A* — 4 = 0 adicd A;, = + 2, ceea ce arati ci
punctele stationare (1, 1, -1), (1, -1, 1) si
(-1, 1, 1) nu sunt puncte de extrem conditionat.
Exercitiul 5.2.8. Si se determine extremele functiei f(X, y, z) = xyz conditionate de X + y* + 2> = 1six +y
+2=0.
Solutie: Fie F(x, y, z) =xyz + 4 (C + Y2+ 22 - 1) + Jp(x +y+ 2) cu
xy,2) € R®, M, A, €R. Rezolvam sistemul

g(x,y,z) =yz+2h,X+A, =0
X
%(x,y,z):xz +20,Y+1, =0

%(x,y,z):xy4r2klz+k2 =0

x*+y*+z7 =1
X+y+z=0

Adunand primele trei ecuatii si tinand cont de ultima, obtinem
xy +xz +yz + 31, =0, iar din

X2 +y? +2° =(X+y+2)° —2(xy + X2 +Y2)
x> +y?+z° =1

X+y+z=0
1 . 1
rezulta Xy + X2 +yz=- — decid, = —.
Scazand primele doud ecuatii obtinem (y - X)(z - 24;) = 0. Dacd y = X obtinem punctele

( 1 1 2 j . ( 1 1 2 J
_l_l__ sl __l__l_ .
J6 V6 6 J6' V6 /6
Considerand acum z = 24;, inmultind prima ecuatie cu X, a doua cu Yy, a treia cu z si adunand
3xyz+2i, =0
rezulta .
z=2\,
Deci 3xyz +z = 0 de unde z = 0 sau 3xy = -1.
3xy =-1
Se observa cd z = 0 nu convine, iar din X% + y2 +2% =1se obtin solutiile

X+y+z=0

Gkl G ()

M\ se calculeaza in fiecare caz din relatia 3xyz + 24; = 0. Fie acum



O(x) = f(x, y(x), z(x)), unde y = y(x), z = z(x) sunt explicitari locale ale sistemului de restrictii

{x2+y2+22:1

X+y+z=0
of : -
Rezulta ca @’(X) = — + — *y’(x) + — *z’(x). Derivand membru cu membru restrictiile rezulta
ox oy 0z
2X+2y-y'(X)+2z-2'(x)=0
1+y'(xX)+z2'(x)=0
Z-X . X—y
de unde y’(x) = siz'(x) = .
y—-2 y-z
of of . 2 .
Cum — =yz, — =xz, — =Xxy obtinem @’(X) =yz—Xy —XZ + X" si®’(X) =y z+yz -y —xy' - 72—
OX oy 0z

xz’ + 2x = 2(2x -y - Z). Deoarece CD”(

6 1 1 2
— | = —= >0rezultaci | ——,—,—— | si
JEJ J6 (\/6\/5 x/EJ
1 2 1

- 1
(— —— —j sunt puncte de minim conditionat. Valoarea minima este - —— . Analog, deoarece

J6' 6 /6 3J6

1 2 1 1
puncte de maxim conditionat, iar valoarea maxima este —— . Punctele (— —,—,— | si
3J6 J6 '\6 /6
( 2 L L J trebuie analizate td 1 tisf: ditia y #
—_— separat deoarece ele nu satisfac conditia y # z.
J6' V6 6
In vecinatatea fiecaruia dintre ele sistemul de restrictii defineste implicit pe X si pe y ca functie de
Z.
Derivand n raport cu z sistemul de restrictii obtinem:
2x-X'(2)+2y-y'(z2)+2z2=0
X'(2)+y'(2)+1=0
A
X'(z) = y
X-y
adica yXEY.
, Z—X
y'(2) =
X —

Restrictia functiei f la multimea M poate fi scrisa acum astfel:

y(z) = f(xE), @) 2).

e o,
Deciy'(z) = — x'(z2)+ — y'(z)+ — =2 —-yZ—xz+xy, X +).
OX oy 0z

W) =2z—-yz-y—-xy—-x+txy+xy =202z-X-Y).



1 6 2 1 1
Se observacd y’’'| — | = —= >0, deci | ——=,—=,——= | este punct de minim conditionat,
(\/6 j J6 [ 6 /6 /6 j
iar valoarea minimé este n timp ce [ L J -8 < 0, deci ( L J este
- 'l —— 1= i _—
J6 V&) 6 NG
1

punct de maxim conditionat, iar valoarea maxima este \/_ .

Exercitiul 5.2.9. Si se determine inf f(A) si sup f(A) daca f :R> — R este f(x, y) = 5x* + 3xy + y* si A = {(x,
y)e R E+y <]}
Solutie. Deoarece f este continud, iar A este multime compacta, rezultd ca marginile inf f(A) si sup f(A)
existd si sunt atinse.

Determinam punctele stationare ale lui f.

of
—(X,y)=10x+3y =0
X
Sistemul are solutie unica X =y = 0.

of
—(X,y)=3x+2y=0
oy

Deci f are un singur punct stationar (0, 0) si acesta se afla in interiorul lui A.
Functia Lagrange este F(X, y) = 5X° + 3xy + y* + A(x* + y* - 1).Din sistemul

g(x,y):lox+3y+27»x:0
X

oF
5 (X,y¥) =3Xx+2y+2AX =0 se obtin patru puncte stationare pe frontiera lui A, anume

x?+y?=1

(s s ) o)

Calcule elementare arata ca f(0, 0) = 0, f[i , Lj = E, f[—
J10
f(i _ij 1
Jio' J10) 2
f(_i i} 1
Ji0'vio) 2

Rezultd ca inf f(A) = f(0, 0) = O'si

supf(A)—f[\/_ \/1_) f(—%,—%}z%.

Exercitiul 5.2.10. Si se determine punctele curbei X° + xy + y? = 1 care sunt cele mai depirtate de origine.
Solutie. Trebuie sa determindm punctele de extrem ale functiei
f(x, y) = x* + y? (patratul distantei de la (x, y) la (0, 0)) conditionate de
Xe+xy+y =1
Functia Lagrange este F(x, y) = X2 +y* + Ax® + xy + y* - 1)



§:ZX+ZXX+xy:O
oX
%:xx+2(l+x)y:0

XZ+xy+y>=1

2
Solutiile sunt: A; = -2 cu doud puncte stationare (1, -1) si (-1, 1) si A, = -E cu doua puncte stationare

V'V3) L V3B
sunt puncte de maxim conditionat.

1 1} ( 1 1)
_l_ sl __1__

depértate de origine, situate pe curba data sunt (1, -1) si (-1, 1).

1 1 1 1
( J, [ j Aplicand metoda prezentatd in exercitiul 5.3.9. se arata ca (1, -1) si (-1, 1)

Punctele [ sunt puncte de minim conditionat. Punctele cele mai



5. FUNCTH IMPLICITE. EXTREME CONDITIONATE.
5.3. Exercitii propuse

Exercitiul 5.3.1. Sa se determine y’siy’ dacay =y(X) este functia definita implicit de ecuatia:
a) y°+x%°%+x?+y =0in vecinitatea punctului (0, 0)
b) y*+x*—1=01n vecinitatea punctului (0, 1)

0z

Exercitiul 5.3.2. Sa se determine 8_ si 8_ daca z = z(x, y) este functia definita de ecuatia x* + 2y° + 372
X

—1 =0 si punctul (l 1 ij
2'2'\12)

Exercitiul 5.3.3. Sd se determine y’ si z’ daca y = y(X) si z = z(x) sunt definite implicit de sistemul

x? +4y? +10z° =0 ( 1 1 j
in vecinitatea punctului | 0,——,— |.
2 3'\18

X?+y*=2z
2

Exercitiul 5.3.4. Sa se calculeze (0, e - 1) daca z = z(x, y) este functia definita implicit de ecuatia X
+ y+ z =€’ si de conditia (0, e -1)= 1.

Exercitiul 5.4.5. Fie ¢ : R—R o functie de clasi C' pe R;

ecuatia X° + y* + 7% = g(ax + by + cz), a, b, ¢ € R defineste implicit pe z ca functie de x si y (local).

5 5 0z 0z
Sa se arate ca (cy - bz) — + (az-cx) — =bx—ay.
OX oy

Exercitiul 5.3.6. Sa se determine extremele unei functii y = y(X) definitd implicit de ecuatia:
a) X+2y2-2xy+4x-y+6=0
b) x*—2xy+5y*—2x+4y-1=0

R. a) y(-4) = -2 maxim local, y(-3) = -1 minim local

b) y(0) = -1 maxim local, y(gj =% maxim local.

Exercitiul 5.3.7. Sa se determine extremele unei functii z = z(X, y) definita implicit de ecuatia:
a) Z2+z+200¢ +y?)-8(xy +x+y)=0
b) X*+y?+72-2x+4y—6z-11=0
) X*—y*-3x+4y+7°+2-8=0

R. a) Pentru functia z; care satisface conditia zl(l , 1) = 1 punctul (l , lj este punct de minim. Pentru
4 4 4 4

functia z, care satisface conditia z{l , 1) = -2, punctul (l lj este punct de maxim.
4 4 4 4

b) Pentru functia z; care satisface conditia z;(1, -2) = -2, punctul (1, -2) este punct de minim. Pentru functia
Z, care satisface conditia z,(1, -2) = 8, punctul (1, -2) este punct de maxim.
€) (-1, 2) este punct de maxim pentru functia z; care satisface conditia
7:(-1, 2) = - 2. (-1, 2) este punct de minim pentru functia z, care satisface conditia z(-1, 2) = 1.

1 1
===

1
Exercitiul 5.3.8. Sd se determine extremele functiei f(x, y) = — + — condifionate de — + 5
X x? 'y
R. (2, 2) punct de maxim (A = -1), (-2, -2) punct de minim (A = 1)
Exercitiul 5.3.9. Si se determine extremele functiei f(X, y, ) = X + y+ z conditionate de X —y + z = 2 si X°
2, 2
+y +27° =4



3

(0, -2, 0) punct de minim, Ay =-1, A, = E .

w| s
wN
wl s

1
punct de maxim, Ay = —, Ay = -—
j 3 2

Exercitiul 5.3.10. Sa se determine extremele functiei f(x, y, z) = x® + y® + Z* conditionate de x* + y* + 22 =
3,x>0,y>0,z>0.

3

R. (1,1, 1) punct de minim, A = -E .
Exercitiul 5.3.11. Sa se determine extremele functiei f(X, y) = Xy conditionate de x +y = 1.

11 ) 1
R. | —,— | punct de maxim, A=-—.

2 2 2
Exercitiul 5.3.12. Si se determine extremele functiei f(x, y) = x + 2y conditionate de x* + y* = 5.

1 1

R. (1, 2) punct de maxim, A = - E , (-1, -2) punct de minim, A = E .

Exercitiul 5.3.13. Si se determine extremele functiei f(X, y, z) = xy?z® conditionate de x + y+z = 12, x > 0,
y>0, z> 0.
R. (2, 4, 6) punct de maxim
Exercitiul 5.3.14. Sa se determine inf f(A) si sup f(A) daca:
a) fx,y)=x*-y, A={(x,y) € REX*+y* <[}
b) fx,y)=x>+2xy +2y%, A={(x,y) € R%X*<1, 0<y<x?}
Exercitiul 5.3.15. Sa se determine inf f(A) si sup f(A) daca:

a) f(x,y,2) =2+ 2y —xy +2* - 27, A={(x,y,2) € REX*+y*+
27° < 8}

b) f(x,y,2)=z-y-X A={(x,y,z) € REZ2y*+7-1
=0,4x-32=0}

Exercitiul 5.3.16. Pe curbay = %%, z = x* din R® si se determine punctul cel mai apropiat de (0, 0, 1)
Exercitiul 5.3.17. 1n planul 3x — 2z = 0 si se determine punctul cu proprietatea ci suma patratelor
distantelor la punctele (1, 1, 1) si (2, 3, 4) este cea mai mica posibila.

Exercitiul 5.3.18. Intre toate triunghiurile de perimetru dat 2p sa se determine acela a carui arie este
maxima.

R. triunghiul echilateral.



6. INTEGRALA SIMPLA.
INTEGRALA SIMPLA CU PARAMETRU

6.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
6.1.1. Metoda lui Darboux de a defini integrala simpla

Fie [a, b] un interval. Descompunem intervalul [a, b] Tntr-un numar oarecare de segmente, de
lungimi arbitrare, prin punctele:

A= X <X <X <...<Xp1<X=Dh
Notam cud aceastd descompunere i o numim diviziunea intervalului [a, b].

Definitia 6.1.1.1. Fie d o diviziune a intervalului [a, b] determinata de punctele a = Xo < X; <Xz < ... < Xpq
< Xp=h.
Se numeste norma diviziunii d numarul :

ld [[=max{xi—Xi1;i=1,2,...,p}

Daca d’ este o alta diviziune a intervalului [a, b], spunem ca d’ este mai fina decit d si o notdm
d’>d daca multimea punctelor care determina diviziunea d este inclusd in mulfimea punctelor care
determina diviziunea d.

Definitia 6.1.1.2. Fie f: [a, b] » R o functie marginitd pe [a, b] si fie d o diviziune a intervalului [a, b]
determinata de punctele :

A= X <X <X <...<Xp1<Xp=h

Pentru fiecare i =1, 2, ..., p, fie m; = inf {f(X); X & [X;.1 , X{]} si
M; = sup {f(X); x € [Xi.1 , X{]}. Formam sumele:

S(d) = D 2m (% ~x,.)

S(d)= > M, (% ~x,.,)

Suma s(d) se numeste suma inferioard Darboux, iar S(d) se numeste suma superioard Darboux,
atagatd functiei f pe intervalul [a, b], corespunzatoare diviziunii d a intervalului.

Definitia 6.1.1.3. Fie f: [a, b] > R o functie marginitad. Se numeste integrala inferioard Darboux a
functiei f pe intervalul [a, b] numarul:
I=sup{s(d)|deD }
Se numeste integrala superioara Darboux a functiei f pe intervalul [a, b] numarul:
| =inf{S(d)|deD }
(D este multimea tuturor diviziunilor posibile ale intervalului [a, b]).

Definitia 6.1.1.4. Functia marginita f: [a, b] — R se numeste integrabila pe [a, b], daca integrala inferioara
Darboux coincide cu integrala superioard Darboux pe acest interval. Valoarea lor comuna se numeste
integrala simplda a functiei f pe intervalul [a, b], in sens Darboux. Se noteaza :

|:1:T:if(x)dx



Teorema 6.1.1.1. (Criteriul lui Darboux de integrabilitate)
Fie f: [a, b] — R o functie marginitd. Functia f este integrabild pe [a, b], daca si numai daca,
pentru orice € > 0 existdn > 0, incat pentruoricede D cu || d || < navem S(d)-s(d) <e.

6.1.2. Metoda lui Riemann de a defini integrala simpla

Definitia 6.1.2.1. Fie f: [a, b] — R o functie arbitrara si fie d o diviziune a intervalului [a, b] determinata
de punctele 8= Xo < X1 <X < ... <Xp1 <X= Db
Pentru fiecarei=1, 2, ..., p alegem {; € [Xi.1, Xi]. Notdm

C:( Clo C29 [EXTY Cp)
P
Suma o (d, {) = Z f(&)(X; —X,;) se numeste sumd Riemann sau sumi integrald a functiei f
i=1
pe intervalul [a, b] corespunzatoare diviziunii d si alegerii punctelor intermediare .

Definitia 6.1.2.2. Functia f: [a, b] — R se numeste integrabila in sens Riemann pe [a, b], dacd exista un
numar real I cu proprietatea ca pentru orice £ > 0 exista n > 0, astfel Tncét oricare ar fi diviziunead cu || d ||
< si oricare ar fi punctele intermediare (=( s, C, ..., () sa aiba loc inegalitatea
lo (0 -1]<e.
Prin urmare functia f este integrabila Riemann pe [a, b] daci existd in R H!iiHmO o(d, C) si aceasta
—
limitd nu depinde de alegerea { a punctelor intermediare.

Numarul real I, a carui unicitate se poate deduce usor, se numeste integrala ih sens Riemann a
functiei f pe intervalul [a, b].

Teorema 6.1.2.1. Daca functia f: [a, b] — R este integrabild in sens Riemann pe [a, b], atunci f este
marginita.

Prin urmare, daci f este nemdrginita pe [a, b], atunci f nu este integrabila n sens Riemann pe [a,
b].
Teorema 6.1.2.2. Fie f: [a, b] > R o functie marginitad. Atunci functia f este integrabild in sens Darboux
pe [a, b], dacd si numai daca f este integrabild in sens Riemann pe [a, b]. Integrala in sens Darboux a
functiei f pe [a, b] coincide cu integrala in sens Riemann a lui f pe [a, b].
6.1.3. Clase de functii integrale
Teorema 6.1.3.1. Fie f: [a, b] = R o functie continua pe [a, b]. Atunci f este integrabila pe [a, b].

Teorema 6.1.3.2. Fie f: [a, b] = R o functie monotona. Atunci f este integrabild pe [a, b].

Teorema 6.1.3.3. Fie f : [a, b] > R o functie marginita care are un numdar finit de puncte de
discontinuitate. Atunci f este integrabila pe [a, b].

6.1.4. Proprietati ale functiilor integrabile si ale integralei

Teorema 6.1.4.1. Fie f: [a, b] — R o functie integrabila pe [a, b]. Atunci f este integrabild pe orice
interval [c, d]  [a, b].

Teorema 6.1.4.2. (Proprietatea de aditivitate a integralei fata de interval).
Fie f: [a, b] & R o functie arbitrara si ¢ € (a, b). Atunci f este integrabila pe [a, b], daca si numai
daca f este integrabild pe [a,c] si pe [c,b].



b c b
in acest caz avem j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx.

Teorema 6.1.4.3. (Proprietatea de liniaritate a integralei fata de functie).
Fie f, g : [a, b] — R doua functii integrabile pe [a, b], o, PE R arbitrare. Atunci functia of + Pg
este integrabila pe [a, b] si

j'(af + g )(x)dx = aj‘ f(x)dx + ﬁj‘ g(x)dx

Teorema 6.1.4.4. Fief, g:[a, b] > R doua functii integrabile pe [a, b]. Atunci functia f *g este integrabila
pe [a, b].

Teorema 6.1.4.5. (Proprietatea de monotonie a integralei)

Fie f, g : [a, b] » R doua functii integrabile pe [a, b], astfel incat f(x) < g(x) pentru orice x € [a,
b]. Atunci avem :

.T f(x)dx < _Tg(x)dx.

In particular, daca f(x) > 0, pentru orice x € [a, b], atunci

if(x)dxzo.

Teorema 6.1.4.6. Fie f: [a, b] = R o functie integrabila pe [a, b]. Atunci
| | este o functie integrabila si avem :
b

<[] (0ldx.

T f (x)dx

Observatia 6.1.4.1. Exista functii care nu sunt integrabile, dar au modulul integrabil : functia f: [0, 1] » R
definita prin f(x) = 1, dacd x€ [0, 1] N Q0 si f(x) = -1, dacd x € [0, 1] \ Q nu este integrabila pe [0, 1], dar,
evident, | f | este functie integrabila pe [0, 1].

Teorema 6.1.4.7. (Teorema de medie)
Daca f: [a, b] — R este o functie integrabila pe [a, b], a < b,

b
m = {f(x); x€[a, b]}, M = sup {f(x); X< [a, b]} atunci exista p € [m, M] astfel Tncat J. f(x)dx =p(b-
a).

Daca f este continua pe [a, b], atunci exista { € [a, b] astfel incat
u = f(€) si formula de medie devine :

b
[109dx =1 (- 2)

6.1.5. Metode de calcul al integralei simple

Metodele de calcul exact al integralei simple au la baza doud teoreme fundamentale ale calculului
integral, care stabilesc legdtura dintre integrala simpla si primitiva unei functii.



Definitia 6.1.5.1. Daca J C R este un interval, functia f: J — R admite primitiva pe J, daca exista o functie
F:J— R ,derivabild pe J, incat F* = f.
Functia F se numeste, 1n acest caz, primitiva a functiei f.

Observatia 6.1.5.1. O conditie necesara ca functia f sa admita primitiva pe J este ca f sa aiba proprietatea
lui Darboux. Prin urmare, daca f nu are proprietatea lui Darboux pe J, atunci f nu admite primitiva pe J.
Mai general, o functie care are un punct de discontinuitate de speta intéi pe J, nu admite primitiva pe J.

Teorema 6.1.5.1. Fie f: J — R o functie integrabilad pe orice interval compact inclus in J; fie aeJ fixat si
fie functia F : ] — R definita prin

F(x) = I f (t)dt . Atunci :

1) Functia F este continua pe J;
2) Functia F este derivabila in orice punct Xo € J in care functia f este continua si F’(xq) = f(Xq)
Prin urmare, daca f este continud pe J, atunci F este o primitiva
pentru f pe intervalul J.

Teorema 6.1.5.2. Fie f: [a, b]— R o functie integrabild care admite primitive. Atunci, oricare ar fi F, o
primitiva a lui f pe intervalul [a, b], avem:

b
I f (x)dx = F(b) — F(a) (formula Leibnitz-Newton)

Observatia 6.1.5.2. Formula Leibnitz-Newton reduce calculul integralei functiei f pe intervalul [a, b] la
determinarea unei primitive F a functiei f pe acest interval. Cum pentru o clasa destul de larga de functii se
poate determina primitive, rezulta ca pentru o clasa destul de largé de functii putem calcula exact integrala.

Cu ajutorul formulei Leibnitz-Newton se pot demonstra formula de integrare prin parti si formula
schimbarii de variabila care, in anumite conditii, reduce calculul unor integrale la calculul altora, mai usor
de calculat.

Teorema 6.1.5.3. Fief, g:[a, b] > R doua functii derivabile cu derivate integrabile. Atunci :

b b
[ 1099'(9dx = f(b)a(b) - f(a)g(a) - [ F'(x)g(x)dx
(formula de integrare prin parti)
Observatia 6.1.5.3. Formula se aplica in cazul cand integrala

b b
.[ f'(X)g(X)dx este mai usor de calculat decat .[ f(X)g'(x)dxiar f* si g se deduc si ele usor.
z a

Teorema 6.1.5.4. Fie f: [a, b] — R o functie continud, ¢ : [a, p] —[a, b] o functie derivabila, cu ¢’
integrabila pe [a, B], In particular, ¢ de clasi C* pe [a, B]. Atunci
B o(B)
[ (@009 (dx= [ f ()t
a o(a)
(prima formula de schimbare de variabild)

Observatia 6.1.5.4. Prima formuld de schimbare de variabila reduce calculul integralei functiei (f° ¢)* @’
la calculul integralei functiei f, in cazul cand acesta din urma este mai usor. Functia ¢ realizeaza



B
“schimbarea de la variabila x la variabila t . In mod practic, daci avem de calculat .[ g(x)dx se cauta mai
o
intai f i ¢ care sa satisfaca conditiile teoremei si astfel incat g(x) = f(e(x))* ¢’(x), apoi se aplicd direct
formula de mai sus. In unele probleme insa, functia g de integrat poate fi pusa sub forma g(x) = f(o(x)).
In acest caz, evident ca formula schimbirii de variabild de mai sus nu poate fi aplicata direct. Totusi, in
anumite conditii mai restrictive, impuse functiei @, se poate aplica indirect aceasta formula. Mai precis, are
loc urmatoarea:

Teorema 6.1.5.5. Fie f: [a, b] € R o functie continua, ¢ : [a, B] —[a, b] o functie bijectiva, astfel incat
inversa sa @ : [a, b] —[ a, B] este derivabila, iar derivata (¢™)’ este integrabild pe [a, b]; toate aceste
conditii sunt indeplinite, daca ¢ este de clasd C* pe [a, P] si ¢’(x) # 0, pentru orice
X €[ a, B]. Atunci:

o(B)

B

[ f@0)dx= [f(1)-(p7) (M)t
a o(a)

(a doua formula de schimbare de variabila)

Observatia 6.1.5.5. Nu se poate da o indicatie general valabild, totusi, pentru anumite tipuri de functii se
pot da metode standard de alegere a functiei .

] ax+bY
Exemplul 6.1.5.1. Daci g(x) = R| X, , X€[ a, B], unde
cx+d

o _ ax+b 7
R(u, v) este o functie rationald, atunci alegind @(x) =1 g’ integrala J.g(x)dx se reduce la o
CX +
o

integrald dintr-o functie rationala.

Exemplul 6.1.5.2. Daca g(x) = R(X, vax? +bx + C), X€ [ a, B], a# 0, unde R(u, v) este o functie
B
rationald, atunci integrala .[ g(x)dx se poate reduce la o integrala dintr-o functie rationald, folosind

a

substitutiile lui Euler. Se deosebesc trei cazuri:
a) dacaa >0, serecomanda schimbarea determinata de / ax’ +bx+c = \/5 X+t
b) dacdc >0, se recomanda schimbarea determinati de ax? +bx+c =tx + \/E

) dacab®—4ac >0, se recomandi schimbarea determinati de ax? +bx+c = t(x—x,)

unde x; este una dintre radacinile trinomului ax? + bx + ¢ (se presupune, evident, ca ax’ + bx + ¢ >0 pe
intervalul [ o, B]).

Exemplul 6.1.5.3. Daca g(x) = R(sin X, cos X), X&[ o, B], unde R(u, V) este o functie rationala, folosind

B
X
functia (x) =19 > integrala J. g(x)dx se reduce la o integrald dintr-o functie rationala.

o
Exemplul 6.1.5.4. Daci g(x) = x"(ax" + b)’, x€ [ o, ], unde a,b € R,

B
m,n, p €Q, ax" + b >0 pentru orice x € [ a, ], atunci J. g(X)dx se numeste integrald binomd (Cebisev) si
o
se poate calcula elementar numai in urmatoarele trei cazuri:
a) pE 7z ; se foloseste functia (p(x)=x1/r, unde r este numitorul comun al numerelor ragionale m i n.



m+ 1 : n 1/s
b) pgz ,dar € 7 ; se foloseste functia @(x)=(ax +b)

n

, unde s este numitorul lui p.

/s

m+1 m+1 . . -

C) pgz ,——¢&2Z darp+ € 7 ; 1n acest caz se foloseste functia @(x)=(a + bx™)™, unde
n

s este, de asemenea, numitorul lui p. In toate cele trei cazuri, integrala binoma se transforma intr-0

integrala dintr-o functie rationala.

B
Observatia 6.1.5.6. Daci in calculul integralei .[ g(x)dx alegem

o
pentru schimbarea de variabila o functie ¢ astfel incat g(x) = f(p(x)), dar ¢ nu este inversabila pe [ a, B],
atunci se descompune intervalul [ o, B] intr-un numar finit de subintervale, incat pe fiecare subinterval
functia @ sd aiba o restrictie inversabild, se aplicd a doua formuld de schimbare de variabild pe fiecare
subinterval, apoi se foloseste proprietatea de aditivitate a integralei fata de interval.

Observatia 6.1.5.7. Metodele de calcul exact expuse mai sus presupun cunoscute primitivele anumitor
functii. Existd insd cazuri simple, cand existd primitivele, dar acestea nu pot fi exprimate cu ajutorul

. sinx cosx e 1 .
functiilor elementare: , e

X x X 'Inx’
definitie (fiind continue), care insa nu pot fi determinate prin nici una din metodele elementare. De aceea
sunt prezentate in continuare si citeva metode de calcul aproximativ al integralei simple. Ideea acestor
metode este sugerata de insasi definitia integralei : daca

f: [a, b] > R este integrabila, considerand un sir arbitrar (dn )neN de diviziuni ale intervalului [a, b] cu

, sin x4, cos X etc. au primitive pe domeniul lor de

Iim||dn|| =0si fixand pentru fiecare diviziune d, o alegere a punctelor intermediare { ", atunci sirul
Nn—o0

b
unde o, = o (ds, ¢ "), converge la j f (x)dx . Prin urmare, pentru a aproxima integrala,

a

numeric (Gn )neN :

cu o anumitd eroare, este suficient, sd calculim un anumit termen al sirului (Un )neN . Particularizand

modul de alegere al diviziunilor si al punctelor intermediare, se obtin diferite metode de calcul aproximativ
al integralelor.

Teorema 6.1.5.6. (Metoda dreptunghiurilor)
Fie f: [a, b] » R o functie integrabila. Consideram o diviziune d a intervalului [a, b], determinata

de punctele :

A= X <X <X <...<Xp1<Xp=h

b-a

CU Xj — Xj.1 = ,1=1,2, ..., n,iar ca puncte intermediare alegem

Ci=Xi1sau( i* =X;,1=1, 2, ..., n. Atunci:

b n
j f(x)dx ~ o, = b;naz f(x)
a i=1

® * b_a d
sau jf(x)dXzan :TZf(xi)
a i=1

Daca functia f este derivabild, cu derivata marginita pe [a, b], atunci



GRS
n

<

jl f(x)dx-o,

unde A=sup {| f‘(x) |; x€[a, b]}.

Observatia 6.1.5.8. Daca functia f este crescétoare pe [a, b], atunci o , aproximeaza integrala prin lipsa, iar
o, prin adaos, de aceea media lor aritmetica constituie o aproximare mai buna.

Teorema 6.1.5.7. (Metoda trapezelor)
In conditiile teoremei precedente, avem:

j)'f(x)dx ~

G, +0,

= b2_na [f (@) + 2f (x,) +...+ 2f (x,,) + f (b)]

Daca functia f are derivata de ordinul doi marginita pe [a,b], atunci
(b—a)®
12n?

o, +t0,

b
!f(x)dx— . ‘SB-

unde B =sup {| f’(x) |; x € [a, b]}.

Teorema 6.1.5.8. (Metoda tangentelor)
In conditiile teoremei 6.1.5.6., ludnd n=2m, avem:

¢ b—a
{ f(x)dx ~ 72 f(Xy4)

Teorema 6.1.5.9. (Metoda lui Simpson)
In conditiile teoremei 6.1.5.6., ludnd n = 2m, t, valoarea aproximativa a integralei obtinuta prin
metoda trapezelor, T, cea obtinutd prin metoda tangentelor avem :

b
jf(X)dXN 2tn +Tn _

b_a[f(a)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+
6m

et 26 (X, )+ AF (X, ) + T (D)]

Daca f are derivatd de ordinul patru méarginita pe [a, b], atunci

b 5
2t +T b-a

J‘f(x)dx_M v o-a)”

a

2880m*
unde M = sup {| f(x) |; x[a, b]}.

Observatia 6.1.5.9. O altd metoda de aproximare a integralei simple este metoda de integrare prin

dezvoltarea in serie de puteri. Aceastd metoda, furnizatd de teorema de integrare termen cu termen a unei

serii de puteri constd in dezvoltarea functiei f in serie de puteri, integrarea termen cu termen a acestei serii,
b

obtinerea integralei .[ f (X)dX ca sumi a unei serii numerice si aproximarea acesteia cu o suma partiald

a
convenabila .

6.1.6. Aplicatii ale integralei simple

Fie f: [a, b] » R o functie continud pe [a, b]. Atunci aria domeniului D C R’ marginit de
graficul functiei f, axa ox si dreptele de ecuatii x = a si x = b, este data de



b
a(D) = j | (x)|dx (6.1.6.1)
a
Volumul corpului Q < R® obtinut prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Ox este dat de :
b
Q) =7 j f 2(x)dx (6.1.6.2)
a

Dacia functia f are derivate continud pe [a, b], atunci lungimea arcului de curbd (y) C R?, care are
ecuatia y = f(x), x € [a, b] este data de :

b
I(y) = J}/l+ f'2 (x)dx (6.1.6.3)

6.1.7 Integrala simpla cu parametru.

Definitia 6.1.7.1. Fie ACR ,J= [a,b] R sif: A xJ— R o functie cu proprietatea ca pentru fiecare
X € A, functia t — f(x, t) este integrabila pe

b

[a, b]. Functia F: A — R definita prin F(x) = J. f (x,t)dt se numeste integrald cu parametru (cu “limite
a

fixe”. Parametrul este x).

Definitia 6.1.7.2. Fie ¢, v : A — [a, b] doua functii, astfel incat
o(x) < y(x), pentru orice x € A, iar pentru orice X € A functia t — f(x, t) este integrabila pe intervalul [p(x),

y(x)]. Functia F : A— R definitd prin
- v (x)
F(x)= I f (x,t)dt se numeste, de asemenea, integrali cu parametru (cu “limite variabile”. Parametrul

o(x)
este x).

Teorema 6.1.7.1. Fie ACR un interval nu neapérat compact,
J= [a, b] CR. Daci functia f: AxJ — R este continud pe A x J, atunci functia F : A — R, F(X) =

b
J. f (x,t)dt este continui pe A.
a

Teorema 6.1.7.2. Fie ACR un interval nu neapirat compact,
J= [a,b] CR. Fie ¢, y:A — [a,b] doud functii continue pe A si

f: AxJ— R continui pe A x J. Atunci functia F : A >R
- w(x)
Fx= I f (X,t)dt este continua pe A.
o(x)

Teorema 6.1.7.3. Fie ACR, A interval arbitrar, J= [a, b] CR si functia
f: AxJ— R. Daca f este continua pe A x J, are derivatd partiald in raport cu x, continua pe A x J, atunci

b
functia F: A — R, F(X) = J. f (X,t)dt este derivabili pe A si, pentru orice x € A, avem:
a
b

F(x) = J’%(x,t)dt

a



in plus, functia F* este continud pe A.

Teorema 6.1.7.4. Fie ACR, A interval arbitrar, J= [a, b] CR.
Fie ¢, v : A — J doua functii arbitrare de clasi C' pe A, f: A x ] — R o functie continui pe A x J. Atunci

functia F : A—>R

- w(x)
F(x)= I f (X,t)dt este derivabila pe A si pentru orice X € A, avem:
@(x)
- w(x) af
Freo= [ —0a0dt+ f Gy 00) 10 = F (% 0(x) ¢/ ()
(%)

Teorema 6.1.7.5. Fie ACR, Ainterval arbitrar, J= [a, b] CR. Fie
f: A xJ— R o functie continua pe A x J. Atunci functia ,

F(x) = J. f (X,t)dt este integrabili pe orice interval compact [a, B] C A si are loc egalitatea

B bl B
j F(x)dx = j { j f (x,t)dx}dt
o al o
Observatia 6.1.7.1. Egalitatea din concluzia teoremei precedente se poate scrie:

[ {j f(x, t)dt}dx | { [f(x t)dx}dt

ala

a

Aceasta formuld arata ca, in conditiile teoremei, putem schimba ordinea de integrare.

Observatia 6.1.7.2. Pentru integralele cu parametru cu limite variabile nu putem da Tn mod direct o
asemenea formula. Putem insa, prin schimbarea de variabila:

t=0o ) +z[yx)-oX)],

sa reducem integrala cu limite variabile la o integrala cu limite fixe, si apoi sd schimbam ordinea de
integrare. Prin urmare, dacd ¢, v : A — [a, b] sunt continue pe A, iar f: A x ] — R este continud pe A x J,
atunci functia

- - w(x)
F:A-RrR FX-= I f (X, t)dt este integrabila pe orice interval compact [a, f] C A si avem:
@(x)
B _ v (x) 1[p
jF X)dx = j j f(x,t)dt ldx = J.Ug(x z)dz} = j{jg(x, z)dx}dz
a al o(x) OLe

unde g este functia g: Ax [0, 1] — R definita prin:

9(x, 2) = f(x, 0(x) + z[y(x) - (X)) * [¥(x) - 9(x)],

care este evident continud pe A x [0, 1], ceea ce justificd ultima egalitate.



6. INTEGRALA SIMPLA.
INTEGRALA SIMPLA CU PARAMETRU

6.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 6.2.1. Sa se calculeze urmétoarele integrale:

1 1/2
a) I\/4—x2dx b) _[e‘x cos zxdx
" sin2x xlInx
5 1+sin” x (1+x )
In5 _x |/ X
e) jexe—ldx dx
y © +3 2sin X —Cos X +5

aF
g)}[x V4 —x“dx !(l+x) —x =

2

1
Solutii. a) J.\/4 x?dx :I
0\14—X2

=4j' ox I X" dx 4j. ox +.1[x(\/4—x2)'dx=
o\/4—X2 o\/4—X2 o'\/4-—X2 0

11
- f\/4—x2dx =
0 0

dx =

1
+ x4 —x2

0

1
=4%+\/§-I\/4—x2dx.
0
r 27 - T \/§
Deci2J.\/4—X2dX=?+\/§,adicé I\/4—x2dx==§+7.
0

b) Aplicam de doua ori formula de integrare prin parti:

X
= 4arcsin —
2

1/2 1/2 /12
_ _ 1/2 _ .
_[e X cos zxdX = - J'(e ¥)"cos mxdx = &+ CoS x|+ + J'e *(—sin 7x)- zdx =1-
0

1/2 1/2
ﬁ_[e sin zxdx = 1+nj(e )'sinmxdx =1+ 7e” Sln7zX| -zje‘xcosm X =

0 0
1/2
=1+ Y _z? Ie‘x - C0S 7xdx
0
1/2

Rezulta ci (1 + 1) J'e‘X cos zxdx =1+ 7272 i deci

v 1+ 7 Y2 Je+r
_[e cos zxdx = = ~
1+ 7 \/€(1+7z )




7l2 -
&) Avern .[ sin 2x - J-Zsmxcosx J-(1+sm X)' dx

o 1+sin?x o l+sin?x 1+sin’ x
si folosind prima formula a schimbarii de variabila, obtlnem.
”J’-Z sin 2x

2

. nl2
. dx = In(1+sm2xl =In2
5 1+sIn” X 0

!

X 1 1
d) Se observa cd ————=| ——- si folosind formula de integrale prin parti, obtinem:
(L+x2)? ( 2 1+x2)

| = J.LZXZdX:‘[[_E 12JInXdX:
: (1+x 1L 2 1+x

e
: . : J' —~——dx
1+e” 2 ¢ x(1+x7)
Pentru calculul acestei din urma integrale folosim descompunerea in fractii simple, §i anume:

1 A Bx+C

N7V I 2
XA+x7) x 1+X
Un calcul simplune aratica A=1,B=-11C=0.
1 —x
Deci — — 5 = — + —— sideci integrala ceruta devine:
X(1+x7) X 1+x

|=—1- 12+l.|.1dx—1j dex=
2 1+e” 29X 271+x

e

1 1 1I e 1 1p¢ 2x ~
T 2+_nx|1__'__[ 2 "N T
2 1+e° 2 2 271+x

_ 11 +1_1j-(1+x2)'d
2 1+e° 2 44 1+%°
1 1 11
=-=. +=—ZIn(l+x%)| =
2 1+e* 2 4 ( )‘
:—1- 12+1 1n(1+e )+—In2-
2 1+ 2 4
__ 1 ! +1~In ¢ +1In2
2 1+e® 2 142 '

e) Se foloseste a doua formula a schimbirii de variabili. Facem schimbarea de variabild v€* —1=t, adica
x=1In (1 + ). Integrala devine:

In5 2 2 2
Ie J‘(l+t2) t. 2t2dt:J- 22t dt =
e’ +3 1+t°+3 1+t 1 +4

0




2

2
=2£t2

1
= 2(t|§ ~4.-arclg

dt = 2 J-t +4-4, i( Jdt_

2
t :2(2—2&):2(2—5}:4—”
2|, 4 2

X
f) Se foloseste schimbarea de variabila tg E =t, de unde x = 2arctg t si integrala cerutd devine:

1 1 1 1 1
J'6t +4t+4 :I3t2+2t+2dt:'[ 1Y 1dt:
: : 0(\/§HJ -

:%i(ﬁHéJ:Z - \farctg\f( 3t+—]

3t+11
J5

1

= .arctg — —

o 5 J_ J_ V5
2tg§ 1—tg25

(s-a tinut seama de sin x = —=— sicos X = —2)

1+tg2; 1+tg25

-arctg -arctg

5

g) Folosim schimbarea de variabila x = 2sin t

2 7l2
Avem : ij\/4—x2dx= I4sin2t-\/4—4sin2t -2costdt =
0 0

7l2 w12 7l2
= _[ 24-sinzt-cosztdt:4Isin22tdt=4j %dtz
0 0 0

i _sindt|""”? Vi
72
=2 j (1-cos4t)dt = 2| t|] =2(——oj=
0 2
X — 2
h) Efectudm schimbarea de variabild ,|—— =1t, deci X = 5 - Integrala devine:
X+1 1-t
/2

54t @-tH)* 2 37

3

T(l_tZ)z' 4 V2 \/_

Exercitiul 6.2.2. Si se determine aria domeniului D C R? mérginit de graficul functiei f(x) = e”sin x, x
€R, axa Ox si dreptele x = 0 si x = 27.

Solutie. Tinand seama de 6.1.6.1. avem :

2 V3 2
a(D) = Ie‘x lsin x|dx = Ie‘x sin xdx — _[e‘x sin xdx .
0 0



Integrand prin parti, obtinem

je‘x sin xdx = —J'e‘X (cosx)'dx =—e™-cos x| +.[(e‘x)'cos XdX =e " +1- je‘x cos xdx = e
0 0 0 0
T4 - J.e‘X (sinx)'dx =

0

. T X _
—emig_exSINX] —Ie sin xdx =
0

e "+1- je‘xsin Xdx .
0

f . 1

Rezulta: je‘x sin xdx = E(e‘” +1).
0

Analog,

2z 2 27
je‘x sin xdx = —Ie‘x (cos x)'dx= e cos x|i” + _[(e‘x)'cos xdx =
V1 T T

-2

2z 2z
—e " —e" - je‘x cosxdx= —e " —e”" — Ie‘x (sin x)'xdx =
Va V4

2z
=—e " —e" —e¥sin x|i” + I(e‘x)'sin xdx =

27
T Ie‘x sin xdx .
v
27
. 1/ _ _
Rezulta: Ie *sin xdx:—z(e 7 1 ”).

Prin urmare, a(D) = %(e‘” +1)+%(e‘2” +e‘”)= e +%+%e‘2”.

Exercitiul 6.2.3. Si se determine volumul corpului Q< R® obtinut prin rotirea in jurul axei Ox a graficului
functiei f: [0, 1] — R, f(X) = cos X.

Solutie. Tinand seama de 8.1.6.2., deducem:
71+ cos 2x z(_ sin2x\"  #?
I— dx X+

2

v(Q) = 7Z'I cos® xdx = 7z =
0 2

0

Exercitiul 6.2.4. Si se determine lungimea graficului functiei
f:[0, 1] — R, f(x) = arcsin ™

Solutie. Tinand seama de 6.1.6.3., obtinem:

1 1 dX 1 ex
I(y)= | 1+F%(X)dx = = dx =
! ! !x/l—ezx !x/ezx—l
— In(t+t? —1)‘e —In(e+e? —1).
1

_ I dt
1Vt? -1

Exercitiul 6.2.5. Sa se arate ca funtia F: (1, 0) - R



zl2
F(x) = Iln(xz —sin? t)dt este continud pe (1, 00) .
0

T
Solutie. Functia f: (1, o) X {O,E} — R, f(x, 1) = In (x* - sin’) este continud pe (1, ) X

T
{O, > :| , fiind compunere de functii continue (evident, pentru orice (x, t) € (1, %) X { ,—:| avem X°—
sin’t >0).

Exercitiul 6.2.6. Fie F: (-1, 1) — R, definita prin:

7l2
F(x) = _[i-ln(1+xcost)dt
v cost

Sa se arate ca functia F este derivabild pe (-1, 1) si sa se determine derivata ei

T
Solutie.Functia f: (-1, 1) X {O, E} —R,

f(x, t)= 1 In(1+ x cost)
cost

T
este continud pe (-1, 1) X {O, E} , fiind compunere de functii continue.

1
—( t) = -coSt=—"——
cost 1+xcost 1+ xcost
8f

T
— este evident continui pe (-1, 1) x | 0,— |.
OX 2

zl2
1
Deci F este derivabild pe (-1, 1), iar F’(x) = I —dt.
5 1+ Xxcost
t
Facand schimbarea de variabild tJ —= u, obtinem
u=1
F'(x)=2 Jl. ! du = -arctgu, [—— 1-x
X)= =
0uz(l—x)+(1+x) ,/ 1+x|
l _

-arctg. [——
\/_

Exercitiul 6.2.7. Folosind posibilitatea de derivare in raport cu parametrul, sa se calculeze integrala
7l2

F(x) = ! -|n1+XCOStdt,undexe(—l,l).
, cost  1-xcost

Solutie. Integrala cerutd nu poate fi calculatd prin metode elementare. Sunt satisficute insa
conditiile teoremei 6.1.7.3. pentru functia



1 1
L x |07 | fx = ——— In XSt cadar functia
2 cost 1-xcost

S| 1+ xcost

F:(-1,1) >R, F(X) = _[ -In dt este derivabili pe
. cost  1—xcost
zl2 1
-1, siFPx)=2 dt, pentru orice x € (-1,1).
-([ (1+ xcost)(1— xcost)
Integrala obtinuta se mai poate scrie:
7l2 1 7l2 1
F(x) = _[ ——dt+ I ———(t
5 1+ Xcost , 1—Xxcost
t

si folosind substitutia tg E = u, se obtine:

1 1

F'(x) = J' u+2|
5 1+x)+(1 x)u o (11— x)+(1+x)u
. 2 1-x I+x | oo . , .
adicd F’(x) = ————"| arctg,/—— +arctg.,/—— | si folosind egalitatea trigonometrica arctg a +
J1—x2 1+Xx 1-x
1 = _
arctg — = —, obtinem
a 2
T .

F(x)= , pentru orice x € (-1, 1), de unde deducem ca

V1-x°
F(x) = marcsin x + C, unde C trebuie determinat.

Facand pe x = 0, obtinem F(0) = C si, cum din relatia de definitie F(0) = 0, rezulta C = 0. Prin
urmare, F(x) = & arcsin x , pentru orice
xe(-1,1).

Exercitiul 6.2.8. Folosind posibilitatea inversarii ordinii de integrare in integralele depinzand de un

parametru, sd se calculeze .[ f (x)dx, unde
0
f: [0, 1] — R este functia definita prin :

B_yo
X X#0,Xx=#1,unde0<a<f
In x
f(x) = 10, x=0
B-a, x=1

Xﬁ —x“ B 1 118
Solutie. Observam cd ———— = .[Xtdt , deci I f(x)dx = I IXtdt dx
In X a 0 0«

Cum teorema 8.1.7.5. este aplicabild, schimband ordinea de integrare, obfinem:

1 Bl B 1 1
.([f(x)dx: !:Mx‘dx}dt: {md‘:'”ﬂ;

a+1l



6. INTEGRALA SIMPLA.
INTEGRALA SIMPLA CU PARAMETRU

6.3. Exercitii propuse

Exercitiul 6.3.1. Sa se calculeze :
7l2 2
a) J'sm(x+|x|)dx b) _[(|x|—|3x—1|)dx

7l3

)Il+J_ 9 -[sm2x
7l2

e) I%/x—|x—3|dx f) Isi:);x
1 rl4
rl2

3
9) J.max(x,xz)dx h) _[min(sin X, C0OS X)dXx
0

R.a)l;b)——235;0)\/X=t,\/1+t =t+u;d)tgx:t;%ln3
253 3 1 1 55
—X/3——; =t ——=Inlv2-1);9) —;h) 242
e) 3 f) cos x \/E 5 (1/ ) g) 5 )

1
Exercitiul 6.3.2. Fie |, = J‘Xn 11— XdX,neN . Si se stabileasci o relatie de recurenti si sa se calculeze

2n 32
R.I,= Inl,VHEN l3= —.
2n+3 315
Exercitiul 6.3.3. Si se calculeze :
2 2z
a) [J(x=D)(x-2)dx b) [ x| cos x| dx
1 0
5714 - !4
9 [ - OneX 4 0 [In(L+1tgx)dx
® sin” x+cos” X 5
7l2 - T .
sinx+x-1 dx f)I:J. xsmz< dx
5 1+C0s” X

e) o
5 € +SIinX+cos X+ 2X

7l2
R.a)z;c)z;d)ﬁlnz;e)z—i-e +1+7z;
8 4 8 2 2 2

2
T

=n-tl=—.
x=mn 4

Exercitiul 6.3.4. Sa se calculeze :



7l2 3
a)1= J- _ 3cos X —dx b)J-In(1+x)d
5 Sin” x+co0s” X 0
7l2 - Vi
J- 1+sinx e*dx d)J- dx
1+cosx 5 3+ 2C0s X
e) ) | vax—x2dx
'[ XV X% +5x+1 I[

T T
R. a) Indicatie. Se face schimbarea de variabila X = E —1 siseobtinel= Z ;b)) x=tgt;

T 7+2\/7 7’
—;eln )
J5 9 8

—In2 c)e?:d
3 ) d)

Exercitiul 6.3.5. Sa se calculeze cu trei zecimale exacte integralele urmatoare:
2 -

sin x ¢ dx
? ITdX R ;[1+x4

R.a) 1,605... ; b) 0,927...

Exeerecitiul 6.3.6. Sa se determine aria domeniului marginit de :

/x—l
a) f(x) = X+1,axa0x,x=1$ix=2

Xx-1
b)f(X)=‘X+1,

axaOx,x=0six=2

COS X . 3r
c) f(x) = 1— ,axaOx, x=0gix= T
+ COS X

R.a) IN(2—+/3) +/3 ;b |n%;c)2+tg %Jr%

Exercitiul 6.3.7. Sa se determine aria domeniului marginit de graficele functiilor f: (0, ©) - R , f(x) =
Inxsig: (0, ©) >R ,g(x)=In’.
R.3-¢e

Exercitiul 6.3.8. Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei Ox a graficului functiei
f:[1,e]> R f(x) =xInx

T
R. — (5¢° -2
7 )

Exercitiul 6.3.9. Sa se determine lungimea graficului pentru urmatoarele functii :
a) £:[0,4] > R , f(x) = x*?

b) f: [\/§,J§J—>R () = In x

8 13
R.a) —(10%%2 -1):p)1+ =In=
2 27( )i 207

Exercitiul 6.3.10. Sa se arate ca functiile urmatoare sunt continue pe domeniile indicate:



a) F(x) = Iln(1+ xcost)dt, x € (-1, 1);
0

zl2

b) F(x) = I ﬁ-ln(l+ xcost)dt ; x € (-1, 1);
0

wl2
1 1+ xsint
c) F(x) = In dt: -1, 1
) Fe) -([sint 1—xsint € (L)
xl2

d) F(x) = jln(coszt+ x2sin?t)dt; x € (0, o);

tIn(1-x%t?)
e) F(x)= | ——=dt; x € (-1, 1);
! V1-t?

7l2

f) F(x) = _f ti-arctg(xtgt)dt;x € [0, ).
o ot

Exercitiul 6.3.11. Folosind teorema de derivare in raport cu parametrul, s se calculeze urmatoarele
integrale :

a) Iln(1+ xcost)dt; x € (-1, 1);
0
zl2

b) | L onas xcost)dt,| x |<1
, Ccost

. ”J’-Z 1 In1+xsintdtIXI<1
. sint  1-xsint

7l2

d) _[In(cosz t+x2sin? t)dt,x > 0

)j'”(l X 4t x <1

f) det,lxkl
o tP1-t?

7l2 -
arctg_(xsmt) dt

. sint

7l2

h) .[ i-arctg(xtgt)dt,x >0
tgt
0

zl2

i) jln(x2 —sin?t)dt,x >1
0



1+V1-x* 7% 1 ) , X+1
R.a);zlnT,b)?—E(arccosx) ,c)nacrsmx,d)ﬂh’lT,e)

ﬁln%(lﬂ/m), f) ﬁ(ﬁ_l),
) %'n(”m)' h) %IH(XH) i) 7z|nX+TX2‘l

Exercitiul 6.3.12. Folosind posibilitatea inversarii ordinii de integrare, sa se calculeze:

B a
1 -X . .
a) If(X)dX,undef(x): In x -sin(Inx), x=#0six=1 |
0 0, X=0saux=1
a,B>0
B _ye
. -cos(lnl), x#0six=1
1 In X
b) .[f(X)dX,unde f(x) = < 0, X =0
i IB-a! X:l
- 2
R. a) arctg a-b b) 1Inw

1+(@+DO+1) "2 (a+D)’+1

Exercitiul 6.3.13. Utilizand integralele cu parametru, sa se calculeze:

zl2
a) Iy J‘In(é—sinzt)dt
)} 15

7l2

jln(coszt+9sin2t)dt
0

b) I

zl2
k= | 1 In(l+COStjdt
) cost 2

7l2 -
0 1= J- arctg_(smt)dt
0 sint

5 7l2 .
R. a) Se observi ci I; = F(Zj ,unde F(x) = _[In(xz —sin? t)dt Folosind rezultatul exercitiului
0

8.4.25, punctul i), obtinem I; = 0.

5 2
b) |2:TC11’12;C)13: %’d) |4: %In(l_'_ﬁ)



7. INTEGRALA IMPROPRIE.

7.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.

Definitia 7.1.1. Fie functia f: I — R unde I este un interval arbitrar cu extremititile o, p € R . Functia f
se numeste impropriu integrabild pe I daca este integrabila pe orice interval compact inclus in I si, pentru

c b
orice c € I, existd si sunt finite limitele: lim J. f(x)dx si lim I f (X)dX . Suma acestor limite se numeste
x:aa . xl:ﬁ/} .
integrala improprie a functiei f pe intervalul I si notdm:

B c b
[ £09dx=lim [ £ (x)dx + |imj f (x)dx
X—a X—f
a a>a a b<p C
B
Daci functia f este impropriu integrabila pe I, se mai spune ci integrala improprie J. f (x)dx este
o

convergentd . In caz contrar, ea este divergentd.

Observatia 7.1.1. a) Definitia convergentei, precum si valoarea integralei improprii sunt independente de
alegerea punctuluicel .

b) Deoarece integrala simpla este functie continua de extremitatile sale de integrare, rezulta ca daca [ = [a,
B] este un interval compact, integrala improprie a functiei f pe intervalul I coincide cu integrala simpla a
acestei functii pe acest interval. Din acelasi motiv, integrala functiei f pe intervalul [a, ] coincide cu
integrala functiei f pe fiecare din intervalele: (a, B], [0, B), (o, B). Analog dacd [ = 00, integrala pe [a,0)
coincide cu integrala pe (a, 20). Este suficient deci sd cunoastem integralele improprii pe intervale deschise.
¢) O integrala improprie poate fi redusa la o integrala improprie doar la unul din capete, scriind :

f f(x)dx = j. f(x)dx + :f f (x)dx

De aceea este suficient sa ne ocupam de integrala improprie la unul din capete. Ca si la integrala
simpla, acceptam si la integrala improprie ca :

T f(x)dx =- f f (x)dx
B a

Prezentam in continuare, citeva proprietati ale integralelor improprii , care se transpun fara
dificultate de la integralele simple.

Teorema 7.1.1. (Proprietatea de liniaritate)
Daca functiile f, f, : [o, ) —R sunt impropriu integrabile pe
[o, B) atunci, pentru orice A, A, € R functia A; Ty + A, f, este impropriu integrabila pe [a, B) si

B B B
[Cafy+ 4, £,)09dx =24 [ £,(x)dx + 2, [ £, (x)dx

Teorema 7.1.2. (Formula Leibnitz-Newton pentru integrala improprie)

Daca functia f: [a, B) R este integrabila pe orice interval compact inclus in [a, B) si admite o
primitiva F pe [a, B), atunci f este impropriu integrabila pe [a, B), daca si numai dacid F are limita finita in
B. In acest caz:

B
j f(x)dx = lim Fe) - F(@)

x<f



Teorema 7.1.3. (Formula de integrare prin parti)
Daca f, g : [0, B) R sunt functii derivabile cu derivate continue pe [a, ), incét f * g are limita in

B B
B si J. f(X)g'(X)dX este convergentd, atunci si integrala J. f'(X)g(X)dx este convergenti si are loc

a

egalitatea:

a

B B
J (09 00dx= lim f)g00) - e - [ £(x)g' (x)dx
a x<fB a

(evident ca rolul celor doua integrale improprii care apar poate fi schimbat)

Teorema 7.1.4. (Formula schimbarii de variabila)
Fie f: [0, ) =R , ¢ : [0, p) —[a, P) incat p(a’) = a, "”} e(x)=p
X—p'

x<p'

B
Daci ¢ este derivabild, cu derivata continui pe [o’, B°) , f este continua pe [a, B) si .[ f (t)dt este
o

P
convergentd, atunci i integrala J‘ f(p(x))- ' (X)dx

este convergenta si are loc egalitatea:

B B
[ f(0))-¢'()dx = [ £ (t)dt

Observatia 7.1.2. Daca cunoastem o primitiva a functiei f: [0, B) —R , putem stabili natura (convergenta
B

sau divergenta) integralei improprii .[ f(x)dx. Dupi cum se stie, nu intotdeauna este posibil si
a

determindm o primitivd. De aceea este util sd cunoastem criterii de convergenta, criterii cu ajutorul carora

sa putem stabili natura unei integrale improprii, fara a pretinde sa-i gasim valoarea exacta.

Teorema 7.1.5. (Criteriul lui Cauchy )

Fie f : [a, p) >R o0 functie integrabild pe orice interval compact inclus in [a, ). Atunci
B

.[ f (X)dX este convergenti dacd si numai daci, pentru orice £ > 0 existi & > 0, incat pentru orice b’,

a

b’ e(p-9,p) sdavem:

bf f(x)dx|<c.



7. INTEGRALA IMPROPRIE.

7.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 7.2.1. Sa se studieze natura urmatoarelor integrale improprii si sa se determine valorile acestora,
in caz de convergenta:

dx arcsin /x
)| y [T

5 X(L—X)

0) _[—sm dx d) jcosxdx
3/7: 0
e) Ie_axsin xbxdx ,a>0,ber e) I

0

Solutii. a) Functia f: (-1, 1) -»R, f(x) = este integrabild pe orice interval compact [a,

1
N1-x?

b] (-1, 1), fiind continua. Deoarece F(x) = arcsin x este o primitiva pentru f, rezultd ca

b
.[ f (x)dx =arcsin b —arcsin a.
a
. ) T, . 7 < o
Deoarece lim arcsinb= —; lim arcsina=- —, rezulti ca
b—1 2 a->-1 2
b<1 a>-1
1
J‘ f (X)dX este convergenta si valoarea sa este j f(x)dx =

-1 -1

arcsin v/x
VXA -X)

fiind continua. Deoarece lim f(x) = 1, functia poate fi prelungiti prin continuitate in x = 0, prin urmare
x—0

/a

T
—+—=n
2 2

b) Functia f: (0, 1) >R, f(x) = este integrabila pe orice interval compact inclus in (0, 1),

x>0
integrala este neesential improprie la acest capat. Cum lim f(x) = oo, integrala este improprie in limita
x—1

x<1

superioard. Deoarece F(x) = (arcsin \/; )? este o primitiva a functiei f. deducem imediat ca integrala este
. i
convergenta si J. f(x)dx = ik

1
Cu schimbarea de variabili arcsinv/X = t se poate deduce imediat If(X)dX =
7l2 2
jztdt =27
C) Cu formula Leubnitz-Newton obtinem imediat:
211 | 1 T 1 1
j—25|n—dx:cos— =limcos——-cos—=1-=-==.
. X X Xlgjz, ** X 3 2 2
a T



d) .[COS XdX este divergenti, deoarece primitiva F(x) = sin x nu are limiti la 0.

0
e) Functia f: [0, 00)—R , f(X) = €™ssin bx este continui pe [0, o), deci este integrabild pe orice interval
compact inclus in [0, o0). Integrand de doud ori prin parti, se obtine primitiva F(x) = -

asinbx+bcosbx e ax ,
««®,xe (0, ©).Cuma>0,rezultici lime ™ =0 si cum

a’ +b? x>0
_ asinbx+bcos bx| _a+|b]
a’ +b? |~ a? +p?

pentru orice x € [0, ), deducem ca lim F(X) = 0. Rezulti ci integrala dati este convergenti. Deoarece
X—00

b
F(0) =- — 5 > rezulta
a“+b

Tf(x)dx - lim F(x) - F (0) =ﬁ.

este continud pe [0, 00) deci este integrabila pe orice interval

f) Functia f: [0, 00)—>R , f(X) = 1
1+

4

X
compact inclus in [0, o0). Utilizand descompunerea in fractii simple:
1 1 1 1

—— X+ ———=X+=
1 22 2, 2J2 2

= , X€[0, )
1+x* 1+2x+ %2 1-2x+ X2

se obtine primitiva F(x) =

- g [arctg (V2x +1)+ arctg (V2x 1))+ 4\1/5 " zi J_r \/\/_z;( j

si F(0) = 0, rezulta ca integrala este convergenta si valoarea sa este

72

Deoarece lim F(X) =

X—00

72
4

Exercitiul 7.2.2. Fie f: (0, o) x (0, o0) —(0, o0) functia definita prin

f(x, t) = t“¢" . Sa se demonstreze ci integrala J. f (x,t)dt converge simplu (punctual) pe (0, ).
0

Solutie. Pentru orice (x, t) € (0, o) x (0, 1] avem 0 < f(x, t) < t**.
1
_ 1
Cum I'[ “dt = =, rezulta cé, pentru fiecare x € (0, ) , functia t—f(x, t) este impropriu integrabild pe

. X

(0, 00), deci integrala J. f (X,t)dt este punctual convergenti pe (0, o).
0

Observatia 7.2.1. Se poate defini functia " : (0, o0 )— (0, °0) prin



o0

I'x)= .['[ *1e7'dt, cunoscutd sub numele de finctia “gama” a lui Euler.
0

Exercitiul 7.2.3. Fie f: (0, 00) x (0, 00) x (0, 1) —(0, o0) functia definitia prin f(x, y, t) = t**(1 - t)**. Sa
1

se demonstreze ci integrala .[ f (X, y,t)dt converge simplu (punctual) pe (0, ) x (0, ).
0

Solutie. Fie g : (0, 00) x (0, 00 ) x (0, 1) —(0, ) functia definita prin g(x, y, t) = t*+ (1 - t)’*.
Fie (X, y) € (0, o) x (0, o) fixat. Daca

1 1
te (0, E} ,atunci (1 - 1)’ <2, deci t“}(1 - )’ < 2t1 <2g(x, y, 1), iar daci t € (E ,lj , atunci 0< t*! = t*

:t_L < 2 deci t“(1 -t < 2(1-t)'<2g(x, y, t). Deci, pentru orice (x, y) € (0, o) x (0, o) si orice t€ (0,
1),
fix, y, ) < 2g(x, ¥, 1).
1 1 1
Cum .[g(x1 yvt)dt = Itx_ldt + j(l—t)y_ldt —
0 0 5

+

1
X

, rezulta ca functia t — f(x, y, t) este

< |~

1

impropriu integrabild pe (0, 1), deci integrala .[ f (X, y,t)dt este punctual convergenti pe (0, o) x (0,
0

).

Observatia 7.2.2. Din exercitiul 9.3.6. rezultd ca se poate defini integrala improprie cu doi parametrii, B :
(0, ) x (0, °©) —(0, 00) prin

1
B(x,y) = It *1(1—1)Ydt cunoscutd sub numele de funcfia “beta” a lui Euler.

0

o0

xdt
Exercitiul 7.2.4. Sa se demonstreze ca integrala .[ W X E€ R converge punctual, dar nu converge
+1°X
0
uniform pe R.
Solutie. Fie X € R fixat si b < 00, Evident,
b
xdt b
j —— = arctg(tx)|L0 = arctg bx .
1+t°x -

0

T
—, dacax>0
Toxdt 2
Deoarece lim | ———- = lim arctg bx = 0, daca X =0 rezulti ci integrala datd converge
b—o0 5 1+1t%x b—o0
T
5 daca x <0

punctual pe R . Putem defini F :R—R  prin:



Z, daca x >0

T xdt 2
F(X)=.(|;—l+t2x2 =< 0, dacax=0
—%,dacax<0

Sa observam ca functia F este discontinua in x = 0. Functia

X
f:R x(0, 0)—>R ,f(x,t) = —— 5 este, evident,continua pe Rx(0,00)
1+t°x
Daca integrala ar fi uniform convergentd pe R , aplicand teorema 7.1.15., ar rezulta ca F este continuad pe R
, ceea ce este fals. Rezulta ca integrala data nu este uniform convergenta pe R .

Exeercitiul 7.2.5. S se demonstreze ca functia I' : (0, 00) —(0, 00) definita prin I'(x) = Itx_le_tdt este

0
derivabila pe (0, o) si

I'(x) = j t* e Intdt .
0

Solutie. Din exercitiul 7.3.5. deducem ci functia I este bine definiti. Notand f(x, t) = t*"e™, (x, 1)
€ (0, 00) x (0, 00) rezulta ca:

af X-1,-t
— ) =t"¢e’lnt, (x,t) €(0, o0) x (0, )
OX

sica 6_ este continud pe (0, ©0) x (0, 00), fiind produs de functii continue.
X

< of
Fie acum a,b € (0, o) arbitrare, fixate. Demonstrim ci integrala '[5_ (x,t)dt este uniform
X

0
convergenta pe (a, b]. Pentru aceasta, este suficient si demonstram convergenta uniforma a integralelor

1 ©
J.'[X_le_I Intdt si I'[ *Te™ Intdt pe (a, b]. Dacd x > 1 prima integrald este o integrald simpla. Daci a <
0 1
x < 1, scriem:

1. e Int

te’Int= t—l,undex:17a<l
Deoarece , pentru orice X € (a, 1] si te (0, 1] avem:

t“%e'Int 1
|tx'1e'tlnt |=- T < t7
Lt 1

si ItT este convergenta (deoarece A < 1) deducem ca J.'[X_le_I Intdt este uniform convergenti. Pentru
0

0
convergenta celei de a doua integrale, se observa ca:
t*'e”" Int 1
tx'le'tln t= - <M o
t t

x € (a, b), te[1, ), unde M > 0 este convenabil ales (t"%etIn t < t**%¢"In tiar limt®e ™" Int = 0).

t—oo



0 0
Cum .[_2 este convergentd, rezulti cd integrala J.'[X_le_I Intdt este uniform convergenti pe
0 0

(a, b).

Prin urmare, integrala J.a—(X,'[)dt este uniform convergenti pe (a, b). Aplicind teorema
X
0

7.1.16., deducem ca functia I este derivabila cu derivata continua pe (a, b). dar a,b fiind oarecare, deducem
ca I este derivabild cu derivata continua pe (0, ©0) si avem :

I(x) = J't“e‘t Intdt , xe (0, ).
0

Exercitiul 7.2.6. Folosind functiile “beta” si “gama” , sa se calculeze:

1
a) pr‘l(l— x™)¥ dx, p,q,m >0
0

b) jxpe‘qux, p>-1q>0.
0

Solutie. a) Cu schimbarea de variabild x™ = t, rezulti:

p-1 1

1 1 =L l_l
J'xp‘l(l—xm)q—ldx = jt mL-t)% .=t gt =
0 0 m

1p,

- Lt a-nrd= 282, g).
msy m 'm

b) Cu schimbarea de variabild x* = t, obtinem :

x o P 371 o P+l

J‘x"e‘qux=jtq~e‘t-£tq dtzijt T etgt— [p_”j

0 0 q a5 q q



Exercitiul 7.3.13. Utilizand teorema 7.1.17., sa se calculeze

0

cosat —cosbt _
oAt 0SB gy
5 t
) . __cosat—cosbt ) _ _ o
Solutie. Deoarece IIngf-e =0, integrala este improprie doar n limita
t—
o . cosat —cosbt _ _|cosat—cosbt S
superioard. Deoarece lim ——————— =0 rezultd ca f e [<M-e",cuM>0
t—w

0

convenabil ales, iar Ie‘t dt este convergenti, rezulti ci integrala dati este absolut convergenti, deci si
0

convergenta. Pentru calcul, observam mai intai ca:

X=a
o)

e 'dt = I

0 0

Cos Xt

J‘cosat—cosbt' etdt

x=b

= T[T—sin xtdx}-etdt = Tﬁ'et sin xtdx}dt =
0OLb 0O[La
= j'ﬁet sin xtdt}dx.

alo

Ultima egalitate a fost obtinuta in exercitiul precedent, utilizind teorema 7.1.17. Pentru x € [a, b]
fixat, calculam:

Ie“ sin xtdt = -J'(e‘t)'sin xtdt = —e~*sin xt|”_ +.[e‘t (cos xt)xdt
0 0 0
K —t\1 —t © K —t H
=—xj(e )cosxtdt:—x{e cosxt|t:0—fe (—smxt)xdt}:
0 0
= —x{—1+ xje’t sin xtdt} = x—xzje’t sin xtdt .
0 0
. Tt X .
Prin urmare, Ie sin xtdt = ——, X €[a, b]. Deci,
0 1+Xx

o0

b 2
— 1,1
Icosat COSbt-e‘tdt:j +b
0 a

ZIn 5
2 1+a

b
X 1
dx ==In(1l+ x?
1+ x? 2 ( )

a
Exercitiul 7.3.14. Fie f:[1, o) x [1, o0) —R functia definita prin :
X—t

(x+1)%
Demonstrati ca : j [ f(x,t)dt}dx ¢j {j f(x,t)dx}dt.
111 111

f(x, t) =



1
Solutie. Deoarece | f(x, t) | < — % , pentru orice (x,t) € [1, o0 )x[1,00), integrala J. f (x,t)dt este uniform

convergentd in raport cu parametrul

Xe[1, o).
Prin calcul direct, obtinem:
f(x,t)dt =- | ———dt=—
I (.0 J.(t J.(t+x) -!‘t+x)
1] 1 |°° 1 X 1
- X 2| T + 2 2
t+ x|, (t+x) |t:1 1+x (1+x) @+x)
Xe[1, o).
Prin urmare,
I[If(x,t)dt}dx:j L x= 1 1
1k ) (1+X) x|, 2

1 0
Deoarece | f(x, t) | < —- pentru orice (x,t) € [1, 0)x[1,0), integrala .[ f (x,t)dt este uniform
X
1
convergentd in raport cu parametrul t€ [1, OO) Prin calcul direct, obtinem:

T Toodx
f(x,t)dt = [2— _ax
I () j I(x+t) J.(x+t)3
1 1 |°° 1 1 1
=—— +t- = - = ,
X+t|, (X+t)2|x:l 1+t (1+t1)*  (@+1)?
te[d, oo)

de unde T[Tf(x,t)dx}dt:? dt 1] _
101

@+1)? 1+t|

Sa observam ca functia f nu pastreaza un semn constant pe
[1, o0)x[1,00), deci teorema 7.1.18. nu este aplicabild, chiar daca toate celelalte ipoteze sunt satisfacute.

Exercitiul 7.3.15. Utilizand teorema 7.1.17.,sa se calculeze
1

J- arctgx
o Xo/1— X2

=1, integrala este improprie doar in limita superioari.

dx

_ . arctgx
Solutie. Deoarece lim

> arctgx
Deoarece lim(1—x)?2 - = , aplicAnd teorema 7.1.9.., pentru A = > si | =

x<1l XvV1— X2 4\/5

deducem ca integrala este convergenta.

T
4+/2
Pentru calcul, observam mai intai ca:
1

arctgx J-

xe(o, ).
0



© arctgx o 1 ¢ odt o dt
Prinurmare | ————dx = . dx = dx
Il;xle—x2 ! 1—x? £X2t2+1 ! !(therl)\/l—x2

1 1
Deoarece < pentru orice (X, t) € [0,1)x[0,1) si I

2 +DV1-x>  J1-X°

, rezulta ca

\/_

1

d
I este uniform convergenta in raport cu parametrul t. Prin urmare, se poate schimba
o (X*t% +1)V1-x?

ordinea de integrare si obtinem :

J- arctgx

SN S
Xv1-x? o (X°t? +D)V1-x?
1(1 dX 1| =/2 du
!h(xztzﬂ)\/l—x2 }dt:ﬂ! 1+t23inzu}dt:

1| 1 1
:ﬂlumt 22 }t:ﬂ\/ﬁ arCtg(v el j}dt_

1

b 1 T T
- (2. dt:—lnt+\/1+t2] =~ In(L++/2).
!2 J1+12 2 ( ;2

Exercitiul 7.3.16. Fie [0, 00) x [0, 0) —R", f(x, t) = xe ¥ &)

a) Demonstrati c3 j [ j f (x,t)dt}dx = j { j f (x,t)dx}dt , pentru orice
al o0 OLa

a>0
b) Deduceti ¢ j { j f (x,t)dt}dx = j { j f (x,t)dx}dt
oLoO 0oLO0

_x2 V2 . .
¢) Demonstrati ca: Ie “dx = T (integrala lui Euler-Poisson)

a

Solutie. a) Utilizand teorema 7.1.18. , deoarece f este pozitiva si satisface conditiile:
o feste, evident, continua pe [0, 00) X [0, ) ;

0

J. f (X,t)dt este uniform convergenti pe orice interval compact [a, p] C [a, b], deoarece f(x, t) <
0

2 2 * 2 2
pe M) yela, pl, te [0, o) iar Ie_a At este convergenta
0

J. f (X,t)dt este uniform convergenti pe [0, ) deocarece  f(x, t) < xe™ pentru orice

a

2
X € [a, ), te]0, 00), iar integrala J.X(-Z'_X este convergenta;

a



. I[I f(x, t)dx}dt a> 0, este convergentd deoarece:
0

I[If@iﬁk}tzzz Sl

1 a2 2
.ea(1+t)<

—_— ———,t€ [0, ) si
2(1+1t7) 2a+ﬁ) (0. 20)si
[ rdt== arctgt ==
0 2(1+t 0
Rezulti: I{[ f (X,t)dt}d I[I f(x, t)dx}dt pentru orice a > 0.
alo0 0
b) Deoarece g(a, t) = .!:f(x,t)dx = ﬁe"azmtz),ae [0, ©), te [0, o) este continud, iar

integrala J. g(a,t)dt este uniform convergenti pe [0, 00), fiind majorati de integrala improprie
0

0

convergenti IMLZ,rezulté ci Iing I[J f (x,t)dx}dt = Iing Ig(a,t)dt = Ig(o,t)dt =
0 2(+1°) % ola 0% ]

Tﬁ f (x,t)dx}dt :

Trecand acum la limita cand a — 0 in egalitatea stabilitd la a) rezulta:

Tﬁ f (x,t)dt}dx = Tﬁ f (x,t)dx}dt.

¢) Evaluam pe rand integralele care apar in egalitatea stabilita la punctul b):

Ihf(x t)dt}dx = j{xe je*“ dt}

Te X ﬁe duJ =[T ] Uex de
IE f (x,t)dx}dt = Iﬁ = %arctgt ’

2
. X2 T . . . <
Prin urmare (J. e dxj = Z , de unde rezultd imediat egalitatea ceruta.

1z
s 2 2

z
.

Exercitiul 7.3.17. Folosind functiile “beta” si “gama” , sa se calculeze:

1
a) pr‘l(l— x™)¥ dx, p,q,m >0
0



b) pre‘qux, p>-1,q>0.
0
Solutie. a) Cu schimbarea de variabild x™ = t, rezulta:

p-1 1

1 1 p-1 1,
jxp-l(l—xm)q-ldx = jt mL-t)%. =t dt =
0 0 m

Lrp.
= ljtm ‘a-nridt= 28R g).
mey m m

b) Cu schimbarea de variabild x* = t, obtinem :
o P+l

© o P 371 p+l
J‘x"e’qux:jtq ‘e"-i‘tq dtzijt q etdt:lr[p—“}
0 0 q a5 q q



7. INTEGRALA IMPROPRIE.

7.3. Exercitii propuse

Exercitiul 7.3.1. Sa se studieze natura urmatoarelor integrale improprii si sa se determine valorile acestora,
in caz de convergenta:

© 3z
a) Ie‘ax-cosbxdx,a>0,beR b) J'izsinldx
7 X X
c) je‘x -x"dx,n en d) J'e‘xz- X2 dx, n en
T odx xIn x
e —_—
)_-[ox2+x+1 1[)~[(1+x)
rl2

)] _[In cos xdx .
0

R.a) — ; b) divergents, deoarece nu existd liIm cos —

a’+b’ x>0

x>0
c) noténd integrala cu I, se obtine, integrand prin parti, I, = nl,; de unde I,=n!

n!
d) cu substitutia x* = t, utilizand integrala precedenti, se obtine E

2 1
e)ﬁif)'g,

g) cu substitutia x = E —1t, utilizdnd exercitiul 9.3.3., se obtine _E In2.

Exercitiul 7.3.2. Sa se calculeze:

a)j /Li b) I|x—3|-exdx

* dx
)I(x +a)(x +b7) d)lﬁ(ux)'
R a)nb 2 " g
V0 ) ab(atb)

Exercitiul 7.3.3. Si se demonstreze cd urmatoarele integrale improprii sunt convergente si sa se determine
valorile acestora:

ll d h dx
b -
a)!nxx )'E(Z—x —
T odx T .
c) J;1+x2 d).([xlnsmxdx



2
T v
R.a)-1;b) E; comn;d)- 7 In 2 (se face schimbarea x =7 — t si se tinea seama de exercitiul 7.3.3.)

Exercitiul 7.3.4. FieI': (0, 00) —(0, ), ['(x) = .Ttx_l -e7'dt . Demonstrati ca I'(x+1) = x I'(x), pentru
orice X > 0 si deduceti ca I'(n+1) = n!, pentru orice nle N.
Exercitiul 7.3.5. Fie B: (0, o) x(0, 00)—(0, 00),
1
B(x,y) = Itx_l (L—t)¥*dt
0

(vezi exercitiul 7.3.6.)

u
a) Utilizand schimbarea de variabila t = —— , demonstrati ca
1+u
© u x-1
B(x, y)= [ —— du;
o L+u)™

(11} (1
b) Demonstratica B| —,— [=1""| = |;
2 2 2

11 T
c) Demonstrati cd B| —,— [ = 7 si deduceti ca je‘x dx = ﬁ
2'2 ) 2

Exercitiul 7.3.6. Folosind functiile B (“beta”) si I' (“gama”), sa se calculeze:
a) pr In xdx, p,q > -1
1

7l2
b) _[sin P xcos® xdx, p,q > -1
0

1
dx
c)J' ,m>0,neN,n>2
0

(-n* 1 (p+1 q+1]
a) ——-T D:b)—B ——,—— |;
R. a) (q+2) )2 >



8. INTEGRALA CURBILINIE DE PRIMUL TIP

8.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
8.1.1. Drumuri si curbe in R”

Definitia 8.1.1.1. Se numeste drum n R? orice functie continui
v:[a,b]— R’ cua ber,a<h.

Dacia f;, f, ..., fy [a, b] = R sunt componentele lui y, atunci egalitatile
x = f,(t)
x, = f,(t)

,t € [a, b] se numesc ecuatiile parametrice ale drumului y.

x,=f,(t)
Imaginea drumului y se noteaza (y) si este :
() ={(fa(0), fo(1), ..., (1)), t € [a, b]}.
Ea este o submultime a lui R
Punctele y(a) si y(b) se numesc capetele drumului vy.
Drumul y : [a, b]— RP definit prin y"(t) =y(a + b —t) se numeste opului lui y.

Observatia 8.1.1.1. Evidenty(a) =y (b), y(b) =7 (a) si (y) = (v)

Definitia 8.1.1.2. Dacdy; :[a, b] — RP,y,:[b, c]— RPsunt doud drumuri siy;(b) = y»(b), atunci drumul
11 Y v2:[a c] — RP definit prin:

n(t)telab]

(1 Y y)() = {7/2 (O).teb.c]

se numeste juxtapunerea drumurilor y; si y,.
Observatia 8.1.1.2. Imaginea drumului y; U v, este reuniunea imaginilor drumului y; §i v».

Definitia 8.1.1.3. Un drum v : [a, b] — R se numeste neted daci functia y este de clasi C* pe [a, b] siy '(t)
# Ogf pentru orice t€ [a, b]. Drumul y se numeste neted pe porfiuni daci este juxtapunerea unui numar
finit de drumuri netede.

Definitia 8.1.1.4. Doui drumuri netede y; :[a, b] — R, v, : [a, p]— RP se numesc echivalente, cu aceeasi
orientare, daca exista h : [a, b] — [o, B] astfel incét:

1. heste de clasa C* pe [a, b]

2. heste bijectiva;

3. h este strict crescitoare ;

4. y1(t) = yo(h(t)) pentru orice te [a, b].

Observatia 8.1.1.3. a) Orice doud drumuri echivalente au aceeasi imagine, dar reciproca afirmatiei nu este
adevarata, adicd existd drumuri avand aceeasi imagine si care nu sunt echivalente (de exemplu y; :[0, 1] —
R (D) = (6, 0 si v2:[-1, 1] = R y2(t) = (%, 19)).

b) Faptul cd h este strict crescatoare corespunde intuitiv faptului ca imaginile lor sunt parcurse in acelasi
sens, ceea ce explica folosirea cuvintelor “cu aceeasi orientare” in definitia precedenta. Daca h este strict
descrescitoare, atunci y; este echivalent cu v .

¢) Relatia binara obtinutd pe multimea drumurilor netede prin definitia 8.1.1.4. este o relatie de echivalenta.



Definitia 8.1.1.5. Se numeste curba in R’ o clasd de drumuri echivalente din RP. Imaginea curbei este
imaginea oricarui drum continut in curba.

Observatia 8.1.1.4. Deseori se foloseste notiunea de curba in sensul de imagine a sa, care este o
submultime din R, ceea ce explicd urmitoarele afirmatii privind:

a) Curbein g%

e Daciy:[a, b] > R®este un drum neted in R? cu componentele

o x=1(0)
f, g :[a, b] = R, se spune ca egalitatile sunt ecuatiile parametrice ale
y=g9(t).te[ab]
curbei din care face parte drumul y

e Daciy:[a, p] — R?este dat de y(t) = (t, ¢(t)), atunci se spune ci
y=0(X), XE [a, b] este ecuatia explicita a curbei din care face parte drumul y.

e DaciF:A C R?>> Reste o functie de clasid C' pe multimea deschisi A < R?si ecuatia F(x, y)
= 0 defineste (local) implicit pe y ca functie de X, se spune ca F(x, y) = 0 este ecuatia implicita a
unei curbe in B?.

b) Curbe in R,

e Daciy:[a, b] > R®este un drum neted in R®, cu componentele f, g, h:[a, b] — R, se spune ci

x=f(t)
egalititile 3y = g(t) sunt ecuatiile parametrice ale curbei din care face parte drumul
2 =h(t),t e[a,b]
v.
5 3 _ . _y=0(x)
e Dacd vy :[0, B] — R’ este dat de y(t) = (t, o(t), w(t)), atunci se spune ca
z=w(X),x e[a,b]

sunt ecuatiile explicite ale curbei din care face parte drumul y.
e DaciF, G:A c R’>> R sunt doud functii de clasi C' pe multimea deschisa A < R®si
sistemul F(x, y, z) = 0, G(X, y, z) =0 defineste (local) implicit pe y si z ca functii de x, se spune ca
F(x,y,z2)=0 ) s
sunt ecuatiile implicite ale unei curbe in R”.

G(x,y,2)=0

8.1.2. Drumuri rectificabile. Lungimea unui drum.

Fie y :[a, b] — RS, y() = (f(t), g(t), h(t)) un drum in R®si A o diviziune a intervalului [a, b]
determinatidea=ty <t} <...<t,=h.

Punctele Mi(f(t), g(t), h(t)), i = 0,n determini o linie poligonald ale cirei varfuri apartin
imaginii lui vy.
Lungimea acestei linii poligonale este:

= 2= T+~ 9t )T +[E) ~he )T

si creste dacd diviziunea A este inlocuita cu o diviziune mai fina.

Definitia 8.1.2.1. Drumul y se numeste rectificabil daca multimea
{ls, A este o diviziune a lui [a, b]} este majoratd. Marginea superioard a acestei mulfimi se numeste
lungimea drumului v si se noteaza |, .

Teorema 8.1.2.1. Daci y :[a, b] — R, y(t) = (f(t), g(t), h(t)) un drum neted, atunci 7 este rectificabil si



L= [VIFOF +[g'OF +[NOF dt

Pentru calculul lungimii unui drum neted se pot folosi si urmatoarele formule:
e Dacd y este dat de ecuatiile explicite y = o(x), z = y(x), x€ [a, b], atunci: I, =

JVL+I0/ 0P + [y () dx

b
e Daci y:[a,b] — R y(t) = (f(t), g(t)) este un drum neted, atunci: I, = J.\/[f )] +[g'()]* dt

e Dacd y este un drum neted dat prin ecuatia explicita y = f(x), x€ [a, b], atunci: I, =
b
j 1+[f'(x)]% dx

a
Teorema 8.1.2.2. Un drum echivalent cu un drum rectificabil y este rectificabil si are aceeasi lungime cu vy.

Observatia 8.1.2.1. Din teorema anterioard rezultd ca toate drumurile ce apartin unei curbe netede au
aceeasi lungime, care va fi numita lungimea curbei.

8.1.3. Integrala curbilinie de primul tip

Fie vy :[a, b] — R®un drum neted si F : (y) — R o functie arbitrari. Pentru o diviziune d a
intervalului [a, b] determinata de
a=ty<t <..<t,=Dbsenoteaza cu l; lungimea arcului de extremitéti y(ti.1) si y(t;), iar 6 = (64, 0o, ..., 0y), 6;
€ [tig, ti] este un sistem de puncte intermediare.

Functiei F, diviziunii d si sistemului 0 de puncte intermediare
1 se asociaza suma:

o(F.d 0= Y F(6)]

i=1

Definitia 8.1.3.1. Functia F se numeste integrabild in raport cu arcul pe drumul y daca existd [€ R astfel
incét, pentru orice € > 0 existd § > 0 astfel ca, pentru orice diviziune d a lui [a, b] cu || d || < J si orice sistem
de puncte intermediare 0 sd avem:
|o(F,d,0)-1|<e.
Numarul real I se numeste integrala curbilinie Tn raport cu arcul sau integrala curbilinie de
primul tip a functiei F pe drumul vy si se noteaza:

| = jF(x, y,z)dl

Observatia 8.1.3.1. a) Dacéd F(x, y, z) = 1, pentru orice (X, y, z) € (y), rezultd imediat cd numarul I este

tocmai |, a arcului (y). Deci |, = Id| :

¥

b) Se poate demonstra ca daca y; si vy, sunt doud drumuri echivalente si F este integrabila in raport cu arcul
pe 71, atunci ea este integrabild si pe y, si cele doud integrale coincid. De aici rezultd ca, dacd F este
integrabila 1n raport cu arcul pe un drum v, atunci ea este integrabild pe orice drum din curba din care face
parte y si valoarea integralei este aceeasi. Aceasta justificd denumirea de integrald curbilinie (sau integrala
pe curba din care face parte ).

Teorema 8.1.3.1. Fiey :[a, b] — R’ un drum neted de ecuatii x =f(t),



y=9(t), z=h(t), t € [a, b] si F o functie continua pe un domeniu ce contine imaginea lui y. Atunci F este
integrabila in raport cu arcul pe drumul vy si

[Fexy.2)di = [F(£ 1), 90.hONIOF +[0'OF + [N OF dt

Observatia 8.1.3.2. Daci y :[a, b] — R’ este un drum neted de ecuatii
x =f(t),y=g(t), t € [a, b] si F: (y) > R este o functie continua, atunci F este integrabila in raport cu
arcul pe vy si

ROyl = [F(F @), g@WIF'OF +[g'®)]dt

Teorema 8.1.3.2. (Proprietati ale integralei curbilinii de primul tip)
Fiey :[a, b] — R®un drumneted, F, G : (y) — R continue.
Atunci:

j (aF (X, Y, 2) + BG(X, y,2))dl = & j F(x,y,z)dl + j G(X, v, 2)dI (liniaritate)

/4

e Daci F(y(t)) > 0 pentru orice t € [a, b], atunci
J.F(X, y,z)dl >0 (monotonie)
¥

[Fxy,2)d

< J|F(X, Y, Z)|d| (estimarea modulului integralei)
e

e Existit € [a, b] astfel Incét J.F(X, y,z)dl = F(y(t")) - I, , unde I, este lungimea drumului y

Y
(formula de medie)

. j F(x,y,2)dl = j F(x,y,z)dl + j F(x,y,2z)dl (aditivitate faga de drum)
n\ra 7 72

. J.F(X, y,2)dl = IF(X, y,2)dl (independenta de orientare)
y v

8.1.4. Aplicatii ale integralei curbillinii de primul tip
8.1.4.1. Lungimea unei curbe

Curba reprezentata de drumul neted y de ecuatii x = f{t), y = g(t),
z=h(t), te [a, b] are lungimea |, = Idl .

Y
8.1.4.2. Masa unui fir material

Daca imaginea (y) a drumului neted y modeleaza un fir material, iar p : (y) — R este o functie
continud care asociaza fiecarui punct

(X, ¥, ) € (y) densitatea p(x, y, z) a firului in acel punct, atunci masa firului este m = I p(X, y,z)dl
Y

8.1.4.3. Centrul de greutate al unui fir material



Coordonatele centrului de greutate al firului (y) a carui densitate in punctul (x, y, z) este p(X, y, z)
sunt date de egalitatile:

jx,o(x, y,z)dl _[yp(x, y,2)dl jz,o(x, y,z)dl

ST ety ad T Tatyad T [ty 2l

8.1.4.4. Momentele de inertie ale unui fir material

Momentele de inertie ale firului material (y), avand densitatea
p(X, y, z) in punctul (x, y, z), In raport cu axele Ox, Oy, Oz sunt:

W= [(y* +2°)p(x, . 2)dl
l, = j(x? +29)p(x,y,z)dl ;

2 2
= [ +y?)p(x,y, 2)d
7
8.1.4.5. Atractia exercitata asupra unui punct material de catre un fir material

Punctul material M(Xo, Yo, Zo) avdnd masa m,, este atras de firul material (y), cu densitatea p(x, y,
z) In punctul (X, Y, z), cu o fortd ale carei componente sunt:

F, = kmoI _ (X=%,)p(X, Y, 2) T
b4 _(X_Xo)2 +(y_ yo)2 +(Z_ Zo)z_

Fy= ko[£ (Y=Yo) (% Y,2) .
b4 _(X_Xo)2 +(y_ yo)2 +(Z_ Zo)z_

S @-2)pley?)
4 _(X_Xo)2 +(y_ yo)2 +(Z_ 20)2_

Aici k este o constanta ce depinde de alegerea unitatilor de masura.



8. INTEGRALA CURBILINIE DE PRIMUL TIP

8.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 8.2.1. Si se calculeze I Xydl , unde vy este dati de x =t,

4
y=2-t,t €]0, 2]

Solutie.

A =v(0)

v

B=v(2)

jxydl :jt(Z—t) 12 + (-1)2dt :Jii(zt —t?)dt =

2
t° 8) 42
=V2[ - | =42[4-2 =25
3 . 3 3
Exercitiul 8.2.2. Si se calculeze I xydl unde 1y este dati de y = x?,
y
xe[-1,1].
Solutie.

A=v(-1) B=y(1)

/

xX=t
y=t2te[-11]

Ecuatiile parametrice ale lui y sunt {



1
Deci Ixydl = J.ts 12 + (2t)2 dt =0 (deoarece se integreazi o functie impari pe un interval simetric
-1

7
fata de 0)

Exercitiul 8.2.3. Si se calculeze I)Q/dl unde y : [x| + |y] = a, a>0

¥
Solutie. Imaginea drumului y este prezentata in figura urmatoare. Se observa ca ea este reuniunea imaginii
a patru drumuri:

x=t x=t
AB: CB:
{y:a—t,te[o,a] {y:t—a,te[o,a]
X=t Xx=t
DC: DA:
{y =-t—ate[-a,0] {y =a+t,te[-a,0]
VA
A
D B :x
C

Rezuuajxydl = J.xydl + J'xydl + J'xydl + jxyou =
14 AB BC CD DA
= it(a—t)w/lz +(—1)2dt+jt(a—t)\/12 +1%dt -
0 0
0 c
- j t(—t —a)y/1% + (=1)2dt + j t(a+t)V1% +12dt =

0

=2 jt(a —t)dt+ jt(a —t)dt+ it(a +t)dt + Tt(a + t)dt}

Exercitiul 8.2.4. Si se calculeze I(X + y)dl unde 1y este bucla lemniscatei (x* + y*)* = a*(x* — y?) aflati in

¥
cadranele I i IV.

Solutie. Inlocuim x si y in ecuatia implicitd prin x = rcos6, y = rsin6 . Rezulta r* = a’r’(cos’0 — sin’0) = ar?
T T
c0s20, adicd r* = a’cos20. Din conditia cos20 > 0 rezulti § € {—Z,Z} (tindnd cont si de faptul ca

intereseaza bucla din cadranele I si IV)
Rezulti si r = a~+/C0OS 26 , deci ecuatiile parametrice sunt:



X = a+/c0s 260 - cos ¢
y =a-/sin 20 smeee{—z Z}

zl4

Atunci I(x+ y)dl = J'(a\/cos 260 - cos @ + a~/cos 20 -sin 6) -
4

-4

: J{(a@cos@)r {(a@-sin 6?)Tdt9 =

zl4

sin20 |’
7;[“(10050\/0052 +5sin 8-/cos 26) - \/[\/0052 ] {m} do=

zl4
=a’ .[(cosex/cosz +sin 8-+/cos 26) - 1/ d¢9-

-4

zl4

_ 2 J'(sin9+cosé?)d9 2(sing - cos,¢9)|’”4 a2

—l4

Exercitiul 8.2.5. Si se calculeze I = J.(X + Y+ 2)dl, unde y este dati de x = cos t, y=sin t, z =t, t€ [0,
¥

2x].

Solutie.

I(x+ y + z)dl =T(cost +sint th)-\/[(cost)’]2 +[(sint)’]2 +[tPdt =

2z

2r 2
= I(cost +sint +t)v/2dt = \/E(sint —cost + %j =272
0 0
4=

Iy
7 A=1(0)

Imaginea curbei y este reprezentata in figura.

v

Exercitiul 8.2.6. Si se calculeze I 2y2 + 22d|, unde y este circumferinta cercului de ecuatie
¥

x?+y?’+z*=a’
X=y '



Solutie. Cercul y este intersectia sferei de ecuatie x* + y* + z° = a° cu planul de ecuatie x =y.

S:xX+y+7° =4

v

Ecuatiile parametrice ale curbei sunt obtinute cu ajutorul ecuatiilor parametrice ale sferei:

X =asinécos ¢

: : - o .. 3 V4 o
y =asinégsin ¢ tinand cont ca din conditia x = y rezultd @ = Z sau @ = —.

4
z=acosd,pe[0,27],0 €[0, 7]

2 .
x:isme X=—aTSInc9
) av2 . av/2
Rezultd y : y:Tsme sau y:—Tsme
z=aco0sd,0 ][0, x] z=acos0d,0e|0,r]

a2

Deci x = sinf,y= sin 0, z=acos 0, 8 € [0, 2x].

Rezulti J'W/Zy +z2dl —_[ [ﬂsmHJ +(acos0)?
\/— 2 \/— 2
(aTcosej +[aTcoseJ +(-asinf)*do =

27 2
:j\/?-ﬁdezazjdezznaz
0 0

Exercitiul 8.2.7. Si se calculeze f (X+ y+ z)dl unde v este triunghiul cu varfurile in A(1, 0, 0), B(0, 1,
V4

0), C(0, 0, 1).

Solutie. Se observa ca y este reuniunea a trei drumuri:



AZ
C
B g
A
X
X=1—t x=0
AB: Yy =t BC:qy=1-t
z=0,t€[0]] z=t,te[0]]
X=t
CA:1y=0
z=1-t,t[0]]

1
Rezulta | (X+y+2z)dl = [(t+1—1)/(-1)? +1° +0°dt +
J
¥ 0

+ j.(t+1—t)\/02 +(=1)? +12dt+j.(t+1—t)\/12 +0% +(=1)%dt
= 3jﬁdt=3ﬁ.

Exercitiul 8.2.8. Sa se calculeze lungimea curbei y definitd prin reprezentarea parametrica: x = a cost, y = a
sint, y = bt, te [0, 2x],a> 0,b> 0
Solutie. Curba este o elice circulard a carei imagine este prezentatd in figura alaturata.

AZ

<V

Lungimea sa este:

IV

I\/(—asint)z +(acost)? +b2dt = zv/a? +b?
0



Exercitiul 8.2.9. Sa se determine masa si coordonatele centrului de greutate al firului material care este
imaginea curbei y : x = 4t%; y = +/15t% z = 2t3 te [-1, 1] daci densitatea in punctul (x, y, z) este p(X, y, z)

= —|z].
2||

Solutie.

1
n= [ 21211 = [2 126 W@ty + @Vist)? + (6t)’ ot -
V4

-1

1 1 '
- J%-2|t3 |t2(20t> +6)dt=2jt5(20t2 +6)dt=£
0

-1

=5+2=7
0

40t8 12t6j
+_

Coordonatele centrului de greutate sunt :

1 ! 1
x-—-|z|dl 5.7.9.1t3| 2 2
! ;12 [4t 21071 4°(20t° + 6t

_ =0
Xg 7 7
jy.1.|z|d| j\/ﬁt“.l.g.m|.t2(20t2+6)dt
R B 2 _ 6815
Yo 7 7 105
1 L 3 1 3 2 2
.[Z.E.|z|d| th .= 2.t | t3(20t* +6)dt
_7 -1 2 =
Zg= - =0

7 7
Exercitiul 8.2.10. Sa se determine momentul de inertie in raport cu axa Oz a primei spirale a elicei x = a

cost, y = a sint, z = bt, avand densitatea constanta p.

2r
Solutie. I, = j(x? +y2)p(x,y, 2)dl = j(az cos?t+a’sin?t)-
/4 0

- prJasin?t+a?cos’t+b%dt =27’ - pya® +b? .
Exercitiul 8.2.11. Sa se determine atractia exercitatd de arcul de astroida
X = a cos’t, y = a sin’t situat in primul cadran, asupra unititii de masuri situati in originea coordonatelor,

daca densitatea n fiecare punct este egald cu cubul distantei de la punct la originea coordonatelor.

Solutie.

x(\/x2+y2+22)3
Fx:k~1~J'( —— 2)3 dl =
y Wx2+yi+z
7l2

=k Iacos3tJ95in2tcos4t+9sin4tcosztdt =
0

”/2 5 ﬂ/2
=k _[ 3asintcos* tdt = —k3a2> t| = 32k .
0

:



8. INTEGRALA CURBILINIE DE PRIMUL TIP

8.3. Exercitii propuse
Exercitiul 8.3.1. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de primul tip:

a) jwdl v [0, 1] =R, y(t) = (t, 1 - 1);

b) I(X +y2)dl ;v [0, 1] >R y(t) = (cos t, sin t);
c) I4x6ydl 5 v [0, 2] >RE y(t) = (', eY);

d) Iyzdl ;v [0, 21] >RZ, y(t) = (t- sint, 1 - cos t);
7

dl

K Jy'w/x2 +y>+4

0O(0, 0) si A(1, 2);

; v este segmentul de dreapta ce uneste punctele

2 2
f) I)Q/dl ; v este portiunea din eclipsa — + b7 =1, situati in cadranul I;
a
y

9) _“ Xy | dl ;v este cercul x* + y* = 1;
7

) .[ Xy *dl ; y este porfiunea astroidei x** +y** = a** situata in cadranele I si IV;
7

i) IZyZdI syiy=¢,x e [0, 1];
7

i) I(X + y2)dI ; ¥ este patratul cu varfurile in A(a, a), B(-a, a), C(-a, -a), D(a, -a).
7

R.a)ﬁ;b)— (\/(e +1)° - \/_)d)@ \/§+3;
N ab(a +ab+b) D 2:00:) _(m Ej . 16a

3(a+b)

Exercitiul 8.3.2. Si se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de primul tip:
a) Iz(x2 +y2)dl, y: [0, 1] —ES, y(t) = (tcos t, tsin t, 1);

7
b) I(Xz +y))Inzdl,y: [0, 11 >R y(t) = (¢' cos t, €' sin t, €);

7

c) I(Xz - y2 + 22)d| , Y este juxtapunerea curbelor
7

Y1 {O, %} —R3, y1(t) = (Reos t, Rsin t, 0) si

v2: [0, Rl =R3 y1(t) = (0, R - t, 1);



[ 2 2 2 2
z X“+y +z°=4
d) J. y2 + —dl , y este curba de ecuatie y :
Y 2 X+y=0

@j dl z=x*+y?
L 1+2(22-12%)

nju+wmuw{
/4

, Y este curba de ecuatie ;
X+y—-2=0

2

y= .

z=x%xe[-11]

x> +y*=1
X-y+z=0,x>0,2>20

3
R. a) _‘/§+8‘/§-b) 1+2e” )(£+£]R3;d)4n\/§;

g) I(Xz - yz)dl , Y este curba de ecuatie {
7

5 15 33 |2 3
) /2 ;1) 0; g) %(\/?—\/?)
Indicatii. ) ecuatiile parametrice sunt x = /2 sin6,
y = -~/2 sinb, z = 2cos, O € [0, 2x];
eﬂkmﬁkpmmmﬁw&mtx=%Sm29+aﬁze,

y:ism29+sm291=1+sm20ﬁe —Zyiz;
2 4’ 4

g) Ecuatiile parametrice sunt: x = cos 0, y =sin 0, z = sin 6 — cos 0,

T T
oe|—,—|.
[4 2}

Exercitiul 8.3.3. Sa se calculeze lungimile urmatoarelor curbe:
a) x=ae¥cost,y=aesint, z=ae" te[0, 1],a>0, k> 0.

b) x=tgt,y=ctgt,z= \/Elntgt,te {—%,%};

c) x=ty=Insint te ZB—”'
:y ) 414 L]

d) y=arcsine™; xe|0,1];
1.
e) y:EX ;xe |0, 1];

0
f) r=asin’3;0€(0,2n];

1( 1)
g 6=—=|r+—|,re[d3];
2 r

h) r=sin 6], 8 €[0, 2n];
i) x=a(2cost - cos 2t), y = a(2sin t —sin 2t), te [0, 2x].

R. a) %\/1+ 2k? (e* =1): b) %; c) 2In(1+\/§);



d) In(e +/e? —1): ¢) ﬁ*'”éhﬁ) 1) %(&:-3\/5);
g)2+ %ln3; h) 2m; 1) 16a.

Exercitiul 8.3.4. Sa se calculeze masa segmentului elipsei X = a cos t,
y=Dbsint, cub>a> 0, situat in primul cadran, daca densitatea in fiecare punct este egald cu ordonata
punctului.

a’b Inb+\/b2—a2 +b2
2% —a? a 2
Exercitiul 8.3.5. Sa se calculeze masa primei spirale a elicei X = a cos t,

y=asint, z= bt (cu a, b> 0) a carei densitate in fiecare punct este egald cu patratul razei polare a
punctului.

R. 2?ﬂxla2 +b*(3a® +47°b%).

R

Exercitiul 8.3.6. Si se giseascd masa arcului x =e' cos t, y = e'sint,

z =¢€, t € [0, 1] dacd densitatea in fiecare punct este invers proportionald cu patratul razei polare a
punctului si este egala cu unitatea in punctul

(1,0, 1).

R 3(-3).
e

Exercitiul 8.3.7. Si se calculeze masa arcului x =a cos®t, y=a sin® t,

T .
te {O, E} , omogen cu densitatea 1.

3a
R. —
2

Exercitiul 8.3.8. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al firului material x =t —sint,y=1 -

cost, t €[0, 2n] dacd p(x, y) = /Y .
3

R.XG:TC,yG:—.

2
Exercitiul 8.3.9. Si se calculeze coordonatele centrului de greutate al firului material x = 2cos’t, y = 2sint,

T
te {O,E} daci p(x, y) = 1.

R. Xg=Yys= —.
c=Ye 5
Exercitiul 8.3.10. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al firului x = cost, y =sin t, z = 2,
te [0, 2n] dacéd p(x, y, z) = 1.
R. XG:yGZO,ZG:27'C
Exercitiul 8.3.11. Si se calculeze momentul de inertie fatd de axa Oz al firului x =¢' cost, y =e'sint, z =

t u A . <
e te |0, g , avand densitatea constanta p.



pf

R.l,=——(e" -1)
Exercitiul 8.3.12. Sa se determine momentele de inertie fatd de axele de coordonate ale firului material x =

- _ T A . 2 2
cost,y=sint,z=t, te |0, 5 avand densitatea p(x, y, z) = x> + y* + 72

R.1,= %(12 N y:’;—‘/—(20+107z+7r)

Ile—\/_(60+107z+7r ).

Exercitiul 8.3.13. Sa se determine atractia exercitatd de un semicerc omogen asupra unititii de masa
plasatd in centrul sau.
Fx=0,F,=2p -k



9. INTEGRALE MULTIPLE
9.1. Notiuni teoretice fundamentale

9.1.1. Definitia si proprietatile integralei duble

Definirea integralelor duble si a functiilor integrabile de doua variabile, se face prin generalizarea
rezultatelor din 6. Intervalul compact
[a, b] =R este inlocuit cu un domeniu compact masurabil Jordan din R? deoarece acesta are propriettile
de baza ale intervalelor compacte din R.

Reamintim cid o multime deschisa si conexd se numeste domeniu. Aderenta unui domeniu se
numeste domeniu fnchis. Un domeniu inchis si marginit din R? se numeste domeniu compact. Un domeniu
compact din R® a cirui frontierd este imaginea unei curbe netede pe portiuni, este mdsurabil Jordan (are
arie).

Tn continuare vom considera numai domenii de acest fel.

Definitia 9.1.1.1. Fie D R? un domeniu compact masurabil. Se numeste diviziune a domeniului D, o
familie finitd d = {D;, D, ...,D,} de multimi cu urmatoarele proprietati:
a) fiecare multime D; este domeniu compact masurabil;

b) LnJ D, =D;
i-1

¢) dacai#j;atunci D, D; =@.(D; reprezinta interiorul mutimii D;)
Se numeste norma diviziunii d, numarul:
||d|| = max {d(Dy); i=1, 2, ..., n}
unde d(D;) este diametrul multimii D;.
Notam cu & multimea tuturor diviziunilor domeniului D.

Definitia 9.1.1.2. Fie D < R? un domeniu compact masurabil Jordan si
f: D —R o functie marginita, fie d = {Dy, D, ...,Dp} 0 diviziune a domeniului D. Pentru fiecare ie {1,
2,...,n}, fie m; = inf f(D;) si

n
M; = sup f(D;). Suma s¢(D) = Z m, -a( Di) se numeste suma inferioard Darboux asociata functiei f si
i=1

n
diviziunii d, iar suma S¢(d)= Z M, -a(D;) se numeste suma superioard Darboux (cu a(D;) s-a notat aria
i-1
domeniului Dy). Se numeste integrala inferioara Darboux a functiei f pe domeniul D, numarul:
I=sup{s{d); de 7}

1ar numarul :

| =inf{Si(d); de @}
se numeste integrala superioara Darboux a functiei f pe domeniul D. Functia f se numeste integrabild pe
domeniul D in sensul lui Darboux, daca integrala inferioard Darboux coincide cu integrala superioara.
Valoarea lor comuna se numeste integrala dubla a functiei f pe domeniul compact D Tn sensul lui Darboux.

Definitia 9.1.1.3. Fie D R® un domeniu compact masurabil i f: D —R o functie arbitrara; fie d = {Dy,
Dy, ...,.Dy} o diviziune a domeniului D. Pentru fiecare i€ {1, 2,..., n}, fie § € D,, arbitrar; multimea de
puncte

E=1{&,&, ..., & } se numeste sistem de puncte intermediare . Suma

ofd, &) = if(é)-a(oi)



se numeste suma Riemann a functiei f corespunzitoare diviziunii d si sistemului & de puncte intermediare.
Functia f se numeste integrabila pe domeniul compact D in sensul lui Riemann, dacd existd | € R ncat,
pentru orice € > 0, existd n > 0 astfel ca, pentru orice d€ & cu ||d|| < 1 si pentru orice sistem & de puncte
intermediare, sd avem | ofd, §) — | | < & Numadrul real | , a cérui unicitate se dovedeste imediat, se
numeste integrala functiei f in sensul lui Riemann, pe domeniul compact D.

Observatia 9.1.1.1. In definitia 9.1.1.3. nu este necesar si presupunem functia f marginitd. Dacd insa
presupunem cd domeniul D are diviziuni de norma oricat de mica, se poate demonstra ca orice functie
integrabild Riemann pe un asemenea domeniu este marginita. De aceea, in continuare, vom considera
numai functii marginite.

Teorema 9.1.1.1. Fie D R? un domeniu compact méasurabil si f: D —R o functie marginita. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) feste integrabild in sens Darboux pe D;

b) pentru orice €> 0, exista de ¥ incat S{d) —s¢(d) <e;

C) pentru orice &> 0, existd n > 0 astfel ca, pentru orice de & cu ||d|| <mn, avem S¢(d) — s¢(d) < g;

d) feste integrabila in sens Riemann pe D.

Tnacestcaz | = 1= |; de aceea, in cele ce urmeazi , ne vom referi la
functii integrabile pe domeniul compact D si la integrale duble, fara a mai preciza sensul si vom nota:

| = ” f (X, y)dxdy .
D
Cea mai importantd consecinta a teoremei precedente este integrabilitatea functiilor continue.

Teorema 9.1.1.2. Fie D < R? un domeniu compact masurabil Jordan si
f: D —R o functie marginitd. Dacd multimea D; C D a punctelor de discontinuitate ale functiei f este de
masurd Jordan nuld (de arie nuld) atunci f este integrabila pe D.

La fel ca si in cazul integralei simple, se demonstreaza urmatoarele proprietéti:

Teorema 9.1.1.3. (Proprietatea de liniaritate)
Daca f; si f, sunt functii integrabile pe domeniul compact méasurabil D C R? si A1, A, €ER atunci
functia A4f; + A,f, este integrabila pe D si are loc egalitatea:

[ Gty + 2, £)(x, y)axdy = 4 [[ £,(x, y)dxdy + 2, [[ f,(x, y)dxdy

Teorema 9.1.1.4. (Proprietatea de aditivitate fata de domeniu)

Daca Dy, D, , D;\UD, sunt domenii compacte masurabile, atunci functia marginita f este
integrabila pe D; U D, dacé si numai daca f este integrabild pe D; si pe Dy; dacé in plus, D; n\ D, = @,
atunci are loc egalitatea:

j j f (X, y)dxdy = j j f(x, y)dxdy + j j f(x, y)dxdy.
Dl D2

D,uD,

Teorema 9.1.1.5. (Proprietatea de monotonie)
Daca fj si f, sunt functii integrabile de domeniul compact masurabil D C R? i pentru orice (X, y)
€D, avem fi(x, y) < f2(x, y) atunci:

J] f,(x, y)dxdy < J] f,(x, y)dxdy

D D

Teorema 9.1.1.6. Dacd functia f este integrabild pe D, atunci si |f] este integrabild pe D si are loc
inegalitatea:

[ 100 yydxdy| < [[1 £(x,y)| dxdy



Teorema 9.1.1.7. (Formula de medie pentru integrala dubla)
Daca functia f este integrabild pe domeniul compact masurabil D si m = inf f(D), M = sup f(D)
atunci existd p € [m ,M] incat:

” f (X, y)dxdy =p-a(D).
D

Daci f este continud pe D, atunci exista (§, 1) € D Incat

JJ £ (% )dxdy =fe. ) - a0).
D

9.1.2. Calculul integralelor duble

Teorema 9.1.2.1. Fie D = [a, b] x [c, d] si f: D —R o functie integrabild pe D. Daca pentru fiecare x € [a,
b] exista

d
FOO = [ £(x,y)dy

atunci functia F:[a, b] —R este integrabila pe [a, b] si are loc egalitatea :

jj f(x, y)dxdy = j'F(x)dx,

care se mai scrie

ﬂ f(x,y)dxdy = I{If(x, y)dy}dx,

Observatia 9.1.2.1. Schimband in teorema rolul variabilelor x si y obtinem: daca f este integrabila pe D si
daca pentru fiecare y € [c, d] exista

b
G(y) = I f (x, y)dx, atunci:

[ 06 y)dxdy = [G(y)dy,
adica, ’ C
” f(x,y)dxdy = I[If(x, y)dx}dy

Tn particular, daci f este continud pe D, atunci f este integrabila pe D, exista atit F(x) , x € [a, b],
cat si G(y), z € [c, d], prin urmare au loc ambele egalitati, deci ordinea de integrare nu conteaza.
Teorema 9.1.2.2. Fie D  R? un domeniu compact masurabil, simplu fati de axa Oy:
D={(x,y) € R®:ux)<y<@aAx); xE[a, b]},
unde ¢y, @, : [a, b] >R sunt functii de clasi C* (orice paraleli la axa Oy intersecteaza frontiera lui D in cel
mult doud puncte). Dacd functia :D—R este integrabild pe D si pentru orice x € [a, b] functia y — f(x, y)

este integrabild pe intervalul [@1(x), ¢o(x)] atunci functia F : [a, b] —R
- ©,(x)
F ()= J. f (X, y)dy este integrabila pe [a, b] si are loc egalitatea :
o (x)

I f o yyaxdy = ilz(x)dx, adica



b| @, (x)

J] f(x,y)dxdy = j If(x y)dy [dx.

al ¢(x)

Observatia 9.1.2.2. Daca domeniul compact masurabil D este simplu fatd de Ox, se stabileste un rezultat
asemanator, schimband rolul variabilelor x si y. Dacd D nu este in nici una din aceste situatii, se
descompune prin paralele la axele de coordonate, ihtr-un numar finit de subdomenii compacte, fara puncte
interioare comune si care sa fie in una din situatiile de mai sus. Se aplica apoi proprietatea de aditivitate
fatd de domeniu.

Teorema 9.1.2.3. (Teorema schimbarii variabilelor in integrala dubla)
Fie D, D" = R? domenii compacte masurabile si T:D"—D o transformare punctuala (u, v) T

(X, y) cu jacobianul neutru n D" si astfel incat T(D") = D. Fie f : D—R o functie continui. Atunci are loc
egalitatea :

” f(x,y)dxdy = ” f (x(u,v), y(u,v))-‘% dudv .

Observatia 9.1.2.3. Pentru aplicatii, gasirea transformarii T este esentiald; nu existd o metodd generald
pentru rezolvarea acestei probleme ci, de la caz la caz, se alege transformarea T in functie de forma
ecuatiilor care definesc frontiera domeniului D. Alegerea este buna, daci noul domeniu D" este mai simplu,
adici daci integrala dubla pe D", obtinuta dupa aplicarea formulei, se descompune mai usor in integrale
simple.

9.1.3. Aplicatii ale integralelor duble
9.1.3.1. Calculul ariilor

Dacid D CR? este un domeniu compact, a carui frontierd este reuniunea imaginilor unui numar
finit de curbe netede, atunci aria lui D este:

a(D) = ” dxdy
D

9.1.3.2. Calculul maselor si al coordonatelor centrelor de greutate

Daci domeniul compact masurabil D C R? reprezinti o placi materiala (de grosime neglijabila),
iar functia continui p : D—R" reprezinti densitatea plicii, atunci masa pldcii este dati de:

masa(D) = ” p(X,y)dxdy,

iar coordonatele centrului de greutate al placii sunt date de:

oy XV =

s J [ yo(x, y)dxdy

(D)
9.1.3.3. Momente de inertie

Momentul de inerfie al plicii reprezentatd de domeniul compact D C R? fafd de originea axelor de
coordonate este dat de:

o= [[ (" +y*)p(x, y)dxdy

iar momentele de inertie fatd de axele de coordinate sunt:



L= [[y2 p(x y)dxdy 1, = [[x*p(x, y)dxdy

9.1.4. Definitia si proprietatile integralei triple

Integrala tripld se defineste la fel ca integrala dubld, domeniul compact masurabil D < R? fiind
inlocuit cu un domeniu compact misurabil Q —R®. Reamintim ci un domeniu compact din R® a cirui
frontiera este imaginea unei suprafete netede pe portiuni este masurabil Jordan (are volum). In continuare
vom considera numai domenii de acest fel.

Definitia 9.1.4.1. Fie QR® un domeniu compact masurabil. Se numeste diviziune a domeniului Q, o
familie d = {Q, Q, ..., Q,} de multimi cu urmatoarele proprietati:
a) fiecare multime Q; este domeniu compact masurabil;

b) UQi =Q:
i=1

¢) dacdi#j,atunci Q;NCY; =@ (L; reprezinta interiorul multimii ;).
Se numeste norma diviziunii d, numarul :
[[d]] = max {d(€;);1=1,2, ...,n},
unde d(€) reprezintd diametrul multimii ;.
Notam cu ¥ multimea tuturor diviziunilor domeniului Q.

Definitia 9.1.4.2. Fie Q < R® un domeniu compact masurabil Jordan si
f: Q—R o functie marginita; fied = {{, Q», ..., Qu} 0 diviziune a domeniului Q. Pentru fiecare i€ {1, 2,
..., n} fie m=inf f(€Y;) si

n

Mi=sup f(Q;) Suma s¢(d) = Z m; - V(Qi ) se numeste suma inferioard Darboux asociata functiei f si
i=1

diviziunii d, iar suma

n
Si(d) = Z M, -V(Q;) senumeste suma superioard Darboux (cu v(€;) s-a notat volumul domeniului ;).
i=1
Se numeste integrala inferioara Darboux a functiei f pe domeniul Q, numarul :
I'=sup {s{d); de 7}
iar numarul

| =inf{Si(d); de 7}
se numeste integrala superioara Darboux a functiei f pe domeniul Q. Functia f se numeste integrabila pe
domeniul Q Tn sensul lui Darboux, daca integrala inferioard Darboux coincide cu integrala superioara.
Valoarea lor comuna se numeste integrala tripla a functiei f pe domeniul compact Q n sensul lui Darboux.

Definitia 9.1.4.3. Fie Q C R® un domeniu compact masurabil si f : Q—R o functie arbitrard; fie d= {,
Q,, ..., Qu} o diviziune a domeniului Q. Pentru fiecare i€ {1, 2, ..., n}, fie § € €; arbitrar; multimea de
puncte

E={&, &, ..., &} se numeste sistem de puncte intermediare. Suma:

o6.9= X 1(6) v(@)

se numeste suma Riemann a functiei f corespunzatoare diviziunii d si sistemului & de puncte intermediare.
Functia f se numeste integrabild pe domeniul compact Q n sensul lui Riemann, dacd existd I€ R Tncét,
pentru orice € > 0, exista 1 > 0 astfel ca, pentru orice d € ¥ cu ||d|| < n si pentru orice sistem & de puncte
intermediare, sd avem:

lo(d, &) -1l <e.



Numarul real I, a carei unicitate se dovedeste imediat, se numeste integrala functiei f in sensul lui
Riemann pe domeniul compact Q.

Observatia 9.1.4.1. in definitia 9.1.4.3. nu este necesar si presupunem functia f marginiti. Daca insi
presupunem ca domeniul Q are diviziuni de norma oricat de micd, se poate demonstra ca orice functie
integrabild Riemann pe un asemenea domeniu este marginita. De aceea, in continuare, vom considera
numai functii marginite.

Teorema 9.1.4.1. Fie Q—R® un domeniu compact mésurabil si f: Q—R o functie marginitd. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) feste integrabild in sens Darboux pe Q;

b) pentru orice &> 0, exista de /incat Sq(d) — s¢(d) <e;

C) pentru orice € > 0, exista > 0, Incét pentru orice de @ cu ||d]| <n, avem Sg(d) — s¢(d) <e;

d) feste integrabila in sens Riemann pe Q.

n caz de integrabilitate, | = 1 = ; de aceea, in cele ce urmeaza, ne
vom referi la functii integrabile pe domeniul compact Q si la integralele triple, fard a mai preciza sensul si

vom nota :
I = m‘ f(X,y,z)dxdydz .
Q

Cea mai importantd consecinta a teoremei precedente este integrabilitatea functiilor continue.
Teorema 9.1.4.2. Fie Q —R® un domeniu compact masurabil Jordan si
f: Q—R o functie marginita. Dacd multimea Q; C Q a punctelor de discontinuitate ale functiei f este de
masurd Jordan nuld (de volum nul), atunci f este integrabila pe Q.

Proprietatile integralelor duble se reformuleaza pentru integralele triple. De exemplu:

Teorema 9.1.4.3. (Formula de medie pentru integrala tripla)
Daci functia f este integrabild pe domeniul compact masurabil Q si m = inf f(Q), M = sup f(Q),

atunci existda u € [m, M] incét:
m f(X,y,z)dxdydz =p - v(Q).
Q

Dacai f este continud pe Q, atunci exista (&, 7, {) C Q incat:

Iﬂ f(x,y,z)dxdydz =fE, 7,0 - V().
Q

9.1.5. Calculul integralelor triple

Teorema 9.1.5.1. Fie Q= [a;, by] X [z, by] X [as, b3] 51 f: Q—R o functie integrabila pe Q. Fie D = [ay,
b1] X [az, by]. Daca pentru fiecare (x, y) € D exista:

by
Fooy) = | F(xy,2)dz,

atunci functia F: D—R astfel definita este integrabild pe D si are loc egalitatea:
m f(X,y,z)dxdydz = ﬂ F(x, y)dxdy
Q D

care se mai scrie:

m. f(x,y,z)dxdydz = H kjff(x, y,z)dz [dxdy .

ag



Observatia 9.1.5.1. Schimbénd 1n teorema rolul variabilelor, se pot obtine inca doua formule analoage prin
care calculul integralei triple pe un paralelipiped se reduce la calculul unei integrale duble si al uneia
simple.

Teorema 9.1.5..2. Fie Q — R® un domeniu compact masurabil, simplu fatd de axa Oz: Q ={(x, y, z) € R*:
01(%, Y) <z < g%, y); (X, y) €D}, D R? fiind domeniu compact masurabil, ¢z, ¢, : D—R sunt functii de
clasa C' pe D (orice paralela la axa Oz intersecteaza frontiera lui Q in cel mult doud puncte). Daca functia
f: Q—R este integrabila pe Q si pentru orice

(X, y) €D functia z — f(x, y, z) este integrabila pe intervalul

[P1(X, Y), ¢2(X, y)], atunci functia F : D-R,

- ?2(X,y)
Fxy= I f(X,Y,2)dz este integrabila pe D si are loc egalitatea:
o (x.y)
m f(x,y,z)dxdydz = ” IE(x, y)dxdy
Q D
?,(X,Y)
adici : m f(X,y,z)dxdydz = H If(x y, z)dz |dxdy
D [ ¢u(xy)

Observatia 9.1.5.2. Daca domeniul compact masurabil Q este simplu fatd de Ox sau Oy, se stabilesc doua
formule asemanatoare, schimband rolul variabilelor. Daca Q nu este in nici una din aceste situatii, se
descompune ntr-un numar finit de subdomenii compacte, fara puncte interioare comune si care sa fie in
una din situatiile de mai sus. Se aplica apoi proprietatea de aditivitate fata de domeniu.

Teorema 9.1.5.3. (Teorema schimbarii variabilelor in integrala tripla)
Fie Q, Q" < R® domenii compacte misurabile si T: Q' — Q o transformare punctuali (u, v, w)

L)(x, y, Z) cu jacobianul nenul in interiorul domeniului Q si astfel incat T(Q") = Q. Fie f: Q—R 0
functie continud. Atunci are loc egalitatea:

m f (x, y, 2)dxdydz __m F (x(u, v, W), y(U,V, W), 2(U, V, W) - ‘ D(x,, Z) dudvaw

Observatia 9.1.5.3. Transformarea T se alege in functie de forma ecuatiilor suprafetelor care constituie
frontiera domeniului Q. Alegerea este buna dacd noul domeniu Q este mai simplu, adicd daca integrala
tripla pe Q' obtinuta dup aplicarea formulei, se descompune mai usor intr-o integrald dubla si una simpla.

9.1.6. Aplicatii ale integralelor triple
9.1.6.1. Calculul volumelor

Daci Q < R® este un domeniu compact a cirui frontiera este reuniunea imaginilor unui numdr finit
de suprafete netede, atunci volumul lui Q este dat de

v(Q) = J..”. dxdydz .
Q

9.1.6.2. Calculul maselor si al coordonatelor centrelor de greutate

Daca domeniul compact masurabil Q C R® reprezinti un corp material, iar functia continui p : Q
— R reprezinti densitatea corpului, atunci masa acestui corp este dati de:

masa (Q) = .”J. o(X,y,z)dxdydz ,
Q



iar coordonatele centrului sau de greutate sunt

Wa(g) [IJ xo(x,y, 2)dxdycz.

= —masa(Q) m ypo(x, y, 2)dxdydz ,

m [[J 20(x,y, 2)xdydz.

9.1.6.3. Momente de inertie

Momentele de inertie ale unui corp material reprezentat prin domeniul compact masurabil Q < R®
de densitate p: Q — R" sunt:

lo= m (X* +y* +2%) p(x, y, z)dxdydz
Q
lowy = .”J. 2% p(x, y, z)dxdydz
Q
loy= m. x*p(X, y, z)dxdydz
Q

low = [[] ¥? (%, v, 2)dxdydz
Q

lox= m (y? +2%)p(x, Yy, z)dxdydz

loy= m (X* +2%) p(X, y, z)dxdydz o= .UJ. (x* + y?) p(x, y, z)dxdydz



9. INTEGRALE MULTIPLE
9.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 9.2.1. Sa se calculeze integralele:

X2
a) IDI1+ y2 dydx , unde D={(x,y) €R}0<x<1,0<y<1}

2
b) ﬂ%dydx ,unde D = {(x, y) ERZ\ 1<x<2,
D

Soluie. a) [ < dyox = iﬁ s ; dy}dx ::sz -arctg y Iﬁ]i =
D 0 0

1+ y? | l+y
1 3 x=1
J‘Xz-de:z-X— 21
5 4 4 3|, 12
X2 2[ % g2 2 NG y=x
b) .U—zdydx :I{J'de dx:_[ —7 1 dx =
D 1[1/x 1 ==

Exercitiul 9.2.2. Si se calculeze J. X% = y?dxdy, unde D este triunghiul cu varfurile O(0, 0), A(1, -1)

D
si B(1, 1).

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu axa Oy (vezi figura) deoarece o dreapta x =k, ke (0, 1)
intersecteaza pe D dupa un interval.

yt
|>|<
1 B
0|\P|1 X
-1 A

Dreptele OA si OB au ecuatiile:

y-0 _x-0 .

OA: = ,adicd OA: -y =X
-1-0 1-0
y-0_x-0 .

OB: —— = ,adicd OB: y = x.
1-0 1-0

Deci: OA:y =-X
OB:y=x

Atunci domeniul D pe care se calculeaza integrala duba este
D={(x,y) €rR]0<x<1,-x<y<x}



Putem aplica deci formula din exercitiul 11.2.2. pentrua=0,b=1,
91(X) = - X, P2(X) = X.

Avem J‘J.w/x2 — y2dxdy = Jl'ﬁwlxz — yzdy}dx.
D 0 x
Calculdm intai F(x) = j(-\/ x% — y?dy . Observam ci functia

g(y) = 4/ X — y2 este para, adica g(-y) = g(y). Atunci rezulta:

F(x) = 2.[1/x —y’dy = zjm

y=X X
+2J'y-(1/x2—y2)dy

—2.[1/X -y dy—nx —F(x)

y

= 2x% arcsin =
X

y=0

—2X 2

7ZX2
Deci F(x) = nx’ — F(x), de unde F(x) = = -

3|1

Asadar jj\/x —y2dxdy = jF(x)dx -IﬂXde_% X?
0

z
1

X

Exercitiul 9.2.3. Si se calculeze J.J. e’ dxdy , unde D este triunghiul OAB, limitat de parabola y* = x si
D
dreptelex =0,y = 1.

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu axa Ox (vezi figura) deoarece o dreaptd y = k, ke (0, 1),
intersecteaza pe D dupé un interval.

yA
B A
107 =k
0 1 'x

Domeniul D este caracterizat de :
D={(x,y) €R}0<y<1,0<x<y?}
Aplicam formula din exercitiul 11.2.3. pentruc =0, d =1, y1(y) = 0,
va(y) =y
y2 X

Avem deci J] e’ dXdy I Ie Ydx [dy .



2 x X

y - — _y2
Calculam F(y) = .[eydx:ey Y | =€’y =y sideci:
0

L

y 1
gededy = iF(y)dy i(yey -y)dy = !y(ey)’dy—y?O
1

1
1 1 1 1
:yey‘ —jeydy—— = e—ey‘ -===
o ) 2 L2 2
Exercitiul 9.2.4. S3 se calculeze urmatoarele integrale duble, pe domeniile indicate:
a) .U (X2 + y2 )dxdy , D fiind domeniul limitat de cercul de ecuatie x*+y?= 2ax ;

D
2 2 2 2
X X
b) J] ) [1- — = y—dedy , D fiind domeniul limitat de elipsa de ecuatie — + y—2 =1,
5 a~ b a® b

c) J] (x* +y?) - ydxdy , D fiind domeniul limitat de axa Ox si de portiunea din cardioida r = a(a + cos0),
D

situata deasupra axei OX.

Solutii. a) Ecuatia cercului ce limiteaza domeniul D se mai poate scrie:

(x - a)* + y* = @, deci ea defineste cercul cu centrul in punctul de coordonate (a, 0) si de razi a. Este
convenabil sa folosim coordonatele polare pentru calculul integralei duble date.

) o ) X—a=rcosé
Facem asadar schimbarea de variabile (x, y) — (r, 0), datd prin transformarea .
y=rsind
y A
a |-
"
e |-
0 a 2a X
-a

Noul domeniu de integrare (domeniul transformat) este:
D' ={(x,y) €R} 0<r<a,0<6<2n}.
Jacobianul acestei transformari este:

OX OX
;2 PXY) _lor a6|_
D(r.o) | 9%
or 06
iar x* +y? = a® + 2ar cos0 + 1.
Deci integrala de calculat devine:

cosd -—r-sind

. =r1c0os’0 + r'sin®0 =r,
sind r-cosé




al| 2z
J] (a® +2arcos@+r?)rdrdé = I“(azr +2ar?cos + r3)d9}dr =
* 0oL O

.:[[(azr +r?). 0|§”}jr + .:[[Zarz -sin 49‘:” }dr =

a 2 4|2 4
=2nf(a2r+r3)dr=2;r az. L _3m
0 2 4 o 2
) X=ar cosd
b)Trecem la coordonate polare generalizate: .
y=brsing
y A
b
K ﬁ
Q/ a X
-b

Domeniul transformat este: D™ = {(r, ) €R’|0<r<1,0<60<2n}.
Jacobianul transformarii este:

x o |
7= or o6 =a'C(-)S€ —ar-sm@zabr,
oY Y| |b-sin@ br-cosé
or 00
1____ J1—r?

a’
Asadar, 1ntegrala devine:

H abrv1-r2drdg = 'I[[Tabr\/l— r? de}dr =
D" oLo
ab.[[rxll r? 0|9 2”}jr = abj.27zr\/1— r’dr = Zﬂabj‘r\ﬂ— r2dr
0 0

1_27zab

3

= - ab I(l— r?)'vl—r?dr = —zab(1-r?)? %
0

0
X=rcosd

. . Domeniul pe care se face integrarea este D (vezi figura),
y=rsiné

c) Trecem la coordonate polare: {

jar D" este :
D' ={(r,0)|0<0<m0<r<a(l +cos 0)}.



YA

Avem (x? + y?)y = rsinf si J =r. Deci:

| a(l+cosd) il 5
” (x* +y?) - ydxdy = :J‘{ Ir“ sin wr}de = {%sin 0|:Z(l+°°56’ }da =
D 0 0

0

= a_5ﬂ(1+cose)ssin9}1|9:a—;{ :32a5
0

15

5

—(1+cos6)°
6

0
Exercitiul 9.2.5. Sa se calculeze aria interiorului elipsei de ecuatie:
(x - 2y +3)% + (3x + 4y -1)* = 100
Solutie. Folosim formula: Aria (D) = ﬂ dxdy , unde D este interiorul elipsei.
D

Efectuam schimbarea de variabila (x, y) —(u, v) data prin:
X—2y=u .
,(u,v) €D
3X+4y=v

D'={(u,v) € R?|(u+3)* + (v-1)* < 100}
Jacobianul acestei transformari este:

e
o DOy) _|DUv) | _lex oy|_L -2 _1
D(u,v) | D(xY) o oVl 3 4 10
oX oy
* 1 1
Deci: Aria(D) = || J dudv = || —dudv = — || dudv.
©= J]7dudv = [ g dudv =35 ]
u+3=rcosd
Pentru calculul acestei din urma integrale trecem la coordonate polare: ) , unde (1, 0)
v-1=rsing

*k

eD”,
D™ ={(r,0)0<r<10,0<0<2n}.
Jacobianul transformérii este in acest caz J =r, iar

H dudv = H Jdrdo = 1fnﬁrde_dr = lJg(r -do|) " )1r =

D D 0
=10

2 r

r

10
:jr-zﬂdr=2ﬂ- =1007
5 2

r=0

o1 B
Deci: Aria(D) = E'I[I dudv =107 .



Exercitiul 9.2.6. Sa se calculeze masa unei placi plane D, limitate de
x +y=3, xy =2 si a carei densitate este p(X, y) = xy.

Solutie. M = ” p(X, y)dxdy = J] Xydxdy . Domeniul D poate fi caracterizat astfel (asa cum se vede din
D D

figurd):
D:{(X,V)ERZUSXSZ,ESys3-x}
X
3
2
D
1
o 1 i2 3 Y
Atunci:

2
:§—2In2.
3

Exercitiul 9.2.7. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al placii plane omogene din figura de

V3
mai jos, limitat de curba y = sin x i dreapta OA care trece prin origine si punctul A [— ,1} .

A

y
A
(1|
0 /2 M X

2X
Solutie. Dreapta OA are ecuatia OA: y= — . Deci,
T

) T 2X )
D={(x,y) erR0<x< o <y <sinx}
/4

Se calculeaza M = ” p(X,y)dxdy = kﬂ dxdy, unde p(x, y) = k = const fiind vorba de o placi
D D

omogena.



Avem:
/2] sinx 712 - oy .
gdxdy = f{ Idy}dx: !(Sln x—;]dx:l—z,

0 [2x/z
T
sideciM=k |1——|.
4

Pe de alta parte,
” Xpo(X, y)dxdy =k ” xdxdy
D D

72| sinx 7l2 2X
=k _[ [ dey}dx =k x(sin x——jdx
0

0 2xl T
7l2 ) 2 X3 7l2
=k | xsinxdx - —-—
0 4 3 0
ml2 3
= -kx cosx|;”2 +k I cosxdx—z—k-ﬂ— —k-sin x|;”2 _kz~
° T 24 12

2 2
LA P )
12 12

2
Kl1-"
12) 12-7°

_ 1
Deci Xg = o J.[!Xp(x, y)dxdy = k(l_”j = -n)

7l2] sinx 712 2 |y=sinx
[[ yo(x, yydxdy =k [[ ydxdy = | [ | ydy}dx=k [1L] -
D D 0 La2xiz o | 2 y=2X
zl2 l2 3|7/2
:_J Slnzx——zd—h J‘l COSZXd _izx_
0 T 2 0 2 Vi 3 0
_k (i_sinZXJMZ_Z k7 _kz
22 4 ), 6| 212 24
kz
1 oz
Deci ys = oM J.DI ypo(X, y)dxdy =

k(l_er 6(4-7n)
4

Exercitiul 9.2.8. Si se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de coordonate pentru placa
omogena marginitd de curbele y = x%, X = Y.
Solutie.



o
[EEN
Xvy

Domeniul D este caracterizat de:
D={(x,y) €R’0

IA
>
1)
v><
N
IA
«
IN
>
[S]

Deci I, :” yZp(x, y)dxdy = k” y2dxdy =k
D D

O ey
1
XN'.DXQ‘
<
N
Q.
<
o
>
I

1 35’:*& 1 3/2 6 5/2 7
=k | Y dx = k| XX g =k 22X g =
ol 3. A 3 3 5 21
y=X 0
_ 3%k
35

Analog I, = ”sz(x, y)dxdy =k J] x*dxdy =k j{fxzdy}dx =
D D 2

0 x

1 1 3k
=k [x2(Ix =xH)dx =k [ (x¥2 = x*)dx = = .
{ ( ) !( Jox =2

Exercitiul 9.2.9. Sa se calculeze urmétoarele integrale:

M

dxdydz , unde

Q={(x,y,2) erR}0<x<l,0<y <I,0< z <I}

b) m' Xyzdxdydz , unde
Q

Q={(x,y,2) €R}0<z<l -x-y,0<y <l -x,0< x <I}



Solutii. a) Avem:
1 ~ 1({1]1 1
Jlj m dxdydz = l‘ L[ { ! —m dx}dy}dz
Jl’[j [(x +y+z+1)"%.27 hy}dz =
oLoO

=2

J.[(y+z+2)“2 —(y—z+1)1’2]dy}dz =
=2 || (y+z+2)*% = —(y+2+1)*?

y=1
] 3 3,0

[(z+3)3’2 —(z+2¥* - (z+2)** +(z +1)3’2}iz =

wl-b wlh

I
|
4l
-3

(z+3)5’2 (z+2)5’2 —(z+2)%* = +(z+1)5’2 ﬂ

z=0

_ f‘z[ﬂrs/z _35/2 _g5/2 | 0512 _g5/2 | 95/2 | 95/2 _1] _
35

- 3[45’2 ~3717 +3.25"2 —1]:3(31+12\/§—27\/§).

1-x-y 2 z=l-x-y

o [ mocez=]| o o~ o

E'”. xy(1—x—y)?dxdy = EH Xy(L+ x> + y? —2x — 2y + 2xy)dxdy
D D

dxdy =

z=0

= %I_|'(xy+x3y+xy3 —2x%y —2xy? + 2x?y?)dxdy
D

undeD={(x,y) €ER%0<y<l-x,0<x <1}
Prin urmare,

1] 1-x
.”J. xyzdxdydz :%I{ j(xy+ X2y +xy® —2x?y — 2xy? +2x2y2)dy}dx
Q oL O
1% yz yz y4 y3 y3 y=t-x
:—J' X+ X3 T xL—xPy? —2x T+ 2x* - ax
29/\"2 " 2 T4 3 3 ),

1 x , X° , X . s ,  2X .
—|=@-X)"+—=A-x)"+—=0-x)"—x"(1-Xx)"——@A-x)° |[dx=
2!{2( ) 2( ) 4( ) 1-x) 3( )
1 1

gj'(x—4x2 +6x% —4x* +x%)dx =

0




1

2 3 4 5 6
:i X__4X_+6X__4X_+X_
24\ 2 3 4 5 6

0

Exercitiul 9.2.10. Sa se calculeze urmatoarele integrale:
a) .[”. (X* + y? + z*)dxdydz , unde Q este domeniul marginit de sfera

Q
X2+ y? + 7% = 12 si paraboloidul x* + y 2 = 4z;
b) Jﬂ \X? + y?dxdydz , unde
Q
Q={(x,y,2) €R®: xX*+y* <9,z >0,x+y+z<6}
Solutii. a) Cele doua suprafete se intersecteaza dupa cercul:

2 2 _
(C): {X +2y _8. EVident0§z§2\/§
=

A7z

=
A

v

Aplicam deci formula:
23
[[] 0 +y* + 2% )dxdydz = | jj(x2 +y% +2%)dxdy [dz,
Q 0 | D

unde D, este proiectia pe planul xOy a unei sectiuni facute in Q cu un plan
=202 € [0, 2\/§]. D,, este caracterizat de:

’
(D, ):x*+y*<4z,daciz € [0,2]si

(DZ”): 2+ <12-72 dacaze [2,2+/3]
2
Deci m' (X2 +y? +2%)dxdydz = I J‘(x2 +y? +z%)dxdy dz +
Q D,'

0

243
+ I ﬂ (X* +y?® +z%)dxdy [dz
2 | D"
! 14
Pentru calculul integralelor duble folosim coordonatele polare, intrucat (D, ) si (D, ) sunt
discuri.

Pentru prima integrala dubla avem:

X=rcosd
. ,r €0, 2\/? 1, 0 € [0, 2], iar jacobianul este J =r.
y=rsinéd



Deci,

2Jz[ 2n 2Vz
[[o?+y? +2)dxdy = | D(rz+zz)-rde}dr:2njr(r2+zz)dr
' 0 Lo 0

D,

r 2 r?
2n| —+ 2
4 2 .

Pentru cea de a doua integrald dubla, avem:

r=2vz
=4m2%(2+12).

{x—rcos&
re[0, v12—2z2 1,0€]0, 2x].
y=rsing
Deci,
V12222
'U(x2+y2+zz)dxdy_ j D(r +2°%)- rde}
D," 0
12-22
=2n _[ r(r2+zz)dr=%(144—z4)
0
Asadar,

2 243
m (X* +y? + z°)dxdydz = I4ﬂ2(2+ 7)dz + I %(144— z2*)dz = 327[ (18\/5——)
Q 0 2

b) Suntem im situatia a doua de la exercitiul 9.3.2. pentru

D ={(X, y) ERZ: X2+y2 59}9 (Pl(xs Y): 0 $1 (PZ(X! y) = 67X7y
Aplicam deci formula adecvata, adica:

9, (x,y)

[+ e - ﬂ{ ; }

o (X,y)
Deci

([ Ve < ] [j o y2dz}dxdy
Q 0

:J]"m-@—x—y)dxdy

Calculam aceasta integrala prin trecere la coordonate polare. Avem:

{x:rcose

. _,re[o0,3];0€[0, 2x].
y=rsinéd

J‘J}/x2 +y? -(6—x—y)dxdy:2f{3fr2 -(6—rcos€—rsin6)dr}d9 =

D
27 3 4 4 r=3
I 6-r——r—cose—r—sin9 do =
5 3 4 4 o

27| 34 3
1{54 - ZCOS o —Zsm e}de 108z

0

Exercitiul 9.2.11. Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:



a) m. (x? +y? + 2%)dxdydz , unde
Q

Q={(xy,2) ey +7°<x} X+y +7°<4,x>0};
b) J].J. zdxdydz , unde Q este domeniul limitat de conul
o
h2
2,2y
2= ?(X +y*) siplanul z =h;

x> y* z° o xE YR 7
c) .[U 1-— —=5 — —dxdydz , unde Q este domeniul marginit de elipsoidul — +~— +— =1.
5 a~ b® ¢ a~ b c
Solutii. a) Este convenabil sa folosim transformarea:
X =rcosé

y =rsinfcos ¢
z=rsingsing

Noile variabile de integrare sunt r, 0, ¢, iar pentru a determina domeniul Q" (domeniul transformat),
inlocuim x(r, 0, @), y(r, 0, ¢), z (1, 0, ¢) 1n inecuatiile ce definesc domeniul Q.

z(y)

2

N
) 0 " y()
X(2)

Din x* + y* + 2 <4 rezulti 1> <4, decir € [0, 2].
H 2 2 = 2ain2 2 2 sx a2 2 H -2 1
Din y? + 72 < x* deducem ci r’sin0 < r’cos’ 0, adica sin® 0 < cos’ 0, ceea ce este echivalent cu sin? < E
@

T
Din x > 0 rezulta r cos 6 > 0, adica cos 6 > 0, de unde 6 € {O, E} . 2
T
Din (1) si (2) avem 0 € [O, Z} .

Deci Q° = {(r,@, o)|re[0,2],0 {O,%}([) c [o,zﬁ]}.

Jacobianul transformarii este:

or 00 0op cos & —rsing 0
J:? % %:S"‘@COS(D rcos@cose —rsin@sing| =r’sin 6.
r H H - -
0z oz a(zo sin@sing rcosdsing  rsin@cose
o 00 op




Integrala de calculat devine:
2nld(2n 2(rnl4
H[jr“sinedgp]dedr:znj[jr“sinede]dr:
0 0
2
—2“.[[ (~cosd) |/ ”’4]:Jr:7z(2—\/§)jr“dr:
0
2 (2-42)
c .

r
—a(2-2) —
m( ) c

b) Domeniul pe care se face integrarea este:

r=0

AZ
h

v

X

Este convenabil sa folosim coordonatele cilindrice:
X =1rcosf

y=rsiné
z2=12

_,_h* ) ZR
Avem z € [0, h], 0 € [0, 2] iar z z?(x +y)nedir € O’T .

Asadar, @ = {(r,.6,2)| 0 < < ?,9 c[0,27],2 < [0,h]}.

Jacobianul este:
or 00 o0z |cos® -rsingd 0
D(x,y.2) _|oy 9% oy

= =|sind rcosd O =r
D(r,0,z) |or 060 oz

o oo |00 1
or 00 oz
Integrala devine:
h{ zR/h[ 2n R/h ngf’h
J{ I { zrd@}dr}dz—zﬂ{ jzrdr} nIZ— dz=
0

0

zj(; ZRjd—zIZRZ _ isdz_”w

0

0

d)Vom folosi coordonatele sferice generalizate, adica:



X = arcsin 4.¢os ¢

y =brsin@sin g
z=crcosd
Avem Q" ={(r, 6, ¢) |r€ [0, 1], 0€[0, n1], p€ [0, 2n]} iar
bx.y.2) = aber? sin .
D(r, 0, 9)
Integrala devine:
1z2n
” jabcr sinOV1-r?dedadr = 27zabc”r 1-r? sinadedr
000

J'[rzx/l— r? -(—cos¢9)|Z:g}Jr = 4nabcjr2\/1— r2dr.

Pentru calculul acestei din urma integrale facem schimbarea de variabila
r=sint.

1 wl2 wl2
Deci J'r2\/1—r2dr: jsinzt- 1—sin’t costdt = Isinztcosztdt:
0 0
71'/2 7r/2
== I sin? 2tdt = = _[1 COS4t == j(l cos4t)dt =

0
12
e
o8l 16
) X2 yz 72
Deci: J;[J. \/1— ? — b_2 — C_ZdXdde

1 2

=4nabc-jr2\/1—r2dr:47zabc%: il abc.
0

4

_ l[t_sin4tj
8 4

= 2mabce

2 2

z
Exercitiul 9.2.12. Sa se calculeze volumul corpului marginit de paraboloidul x = I +—— si planul de

ecuatie x = 2.

Solutie. Corpul Q al cérui volum trebuie sa-1 aflam, este reprezentat in figura urmatoare:

VVom folosi coordonate cilindrice generalizate:
X=X
y =3rcosé, xe|0, 2], 00, 2x].
z=4rsin@



2 2
Z
Dinxzy—+— rezultd cd x > 1%, deci 0 <r< /X .

Asadar, Q"= {(r, 6, x) [0 <1 < /X , 0€[0, 271], x [0, 2]}
Dxy.2) _ 12r
D(r,8,x)

Jacobianul transformarii este :

Volumul este:

Vol(@) - jij dxclydz =j£j%dmrdx=12gj rdédrdx =

, , 1=4x

Jx 2|y
4n j[ jrdr}jx:mj -
0 0

0

2
dx = 127zj Xdx =
r=0 0
2

=24r

X2

=12n-—
2

0

Exercitiul 9.2.13. Sa se calculeze masa corpului 2, marginit de sfera
X2+ y* + 72 = 10z, stiind ci densitatea in fiecare punct este:

-
X2 +y?+z®
Solutie. Se aplica formula M = J..U p(X,y,z)dxdydz .

o

p(x,y, 2) =

A

z

</

Avem z € [0, 10]si (D,): x> +Y? < 10z — 2.

Deci M = lf{ﬂ‘ (XY, z)dxdy}dz :

z

_ _ _ _[x=rcosd
Pentru calculul integralei duble folosim coordonatele polare. Deci ino
y =rsin

10z —2z% ,0 €10, 2]}
Avem, asadar :

V10z-2% [ 27 1 V10z-2? 1
gp(x, y,z)dxdy = ! L[ T, rde}dr =2r I T, 5 dr
r=y10z-z?
V10z-2%2 ;. 2 2\r
(r+z7)y +Z)dr=7z-ln(r2+zzl =

2 2
. r°+z o

JiarD, ={(r,0) | 0<r<



= 1ln (102) — 7 In (Z%).

Deci, M = lf[yzln(lOZ) —In(z?)]dz = zfln(?jdz =

10 10 10
zIInlOdz—nIIn zdz :n-lo-lnlo—nj(z)'m zdz =
0 0 0

10
10nln10-10n1n10+7t.|.d2=7Z-Z|20 ~107.

Exercitiul 9.2.14. Sa se determine coordonatele centrului de greutate ale segmentului cilindric omogen:
Q={(x,y,2) eR®x*+y <9,0<z<2y}
Solutie. Corpul fiind omogen, functia p este constanta.

Deci, Xg = Lm xdxdydz ;ys= ﬁjﬂ ydxdydz ;
Q

26 = (Q) m zdxdydz .
Notand D = {(x y) ERE X+ <9,y>0}. Avem:

. vo-| ij dxclydz = ij (sz}dxdy : g 2ydxdy =

= Zﬂ ydxdy = ZH r?sinadrdd = ZT[TrZ sin wHJdr
D D"
3

=36

3

. Zi[rz(—cose)lz b —4Ir ar _4?

+ [ = { Foc ot~ ]

dxdy =
z=0
=” 2xydxdy = ZH r°sin@cos&drded =
_(_ cos 29]”

+ = e oy~ ]

dxdy =
= HZy dxdy_Zﬂr sin’ &rdé =
D D"

T :34£
0 4

dxdy =

0

0

Ir3dr jsm 2640 =

r
4

3

4 T

34
j(l €0s26)d0 = 4[

0o O

- fwof{fuafoorp7]

sin 260
2




- %g4y2dxdy = 2_[[ y2dxdy = 34%

147r i

Rezultd xg = 0; Yo =Zc = -3
36 4 16
Exercitiul 9.2.15. Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu planele de coordonate ale corpului
2 2 2
YA
material omogen, limitat de suprafetele — + —- 0?2 =—siz=c.
a’ C

Solutie. oy = .U.[ VA 2dXdde (corpul fiind omogen, consideram densitatea egala cu unitatea).
Q

Trecem la coordonate cilindrice generalizate:

X =arcoséd
y=brsin@ ,ze[o,c],0€[0, 2n]
z1=12
2
y? z z
D|n—+—2£ , obtinem r° < — ,deunde0<r< —.
a“ b c? c C
. z .. . < .. D(X: yvz)
Deci Q= {(1,0,2z) | 0<r<—, 0€][0, 2x], z€ [0, c]}, iar jacobianul transformarii este ————— =
c D(r,0,2)
cfzlc
o loy= abm z°rd@drdz = 27zabj[ jzzrerdz =
Q o\ 0
c 2 V:E c 5|C
=2nabj 22 dz:ﬂzb z“dz:ﬂzb-z— mabe
2| c” ¢t 5, S)
o o= m x*dxdydz = a3bm r®cos® a@drdz =
c2x| zlc c2r 4
—a%jj[jr oS mr}dédz _—jj—coszwédz-
c(2x 4 3. C
:atjj- I (1+cosZ¢9)d a—?fz4-27zdz+
4c” o 5 2 8c” 1y
a’b | , sin20"" mah 2°|7°  mabc
+ 4,[ z"- dz = ya— =
8¢ lo-o ac* 5| 20
o lo= m y2dxdydz = ab3m résin® ad@drdz =
027r ajaj b3 CZﬁZA(l_COSZH)dw B
_absjj_s.n o= 1755 -
3 ¢C - 0=2r1 3 5 |2=C 3
:g zwz—g Z4_sm2¢9 dz:ﬂati v :nabc
8c” y 8c” 5 2 | 4’ 5|, 20



9. INTEGRALE MULTIPLE

9.3. Exercitii propuse

Exercitiul 9.3.1. Sa se calculeze integralele urmatoare:

)[4

dxdy, unde D=0, 3] x [0, 1]
)”(1+ unde D = [0, 1] x [0, 1]
C)”1+

J] cosy dxdy, unde D = {O,Z} X {O,z}
1+mnxmny 2 2

dxdy, unde D =[1, 3] x [0, 1]

dxdy , unde D = [0, 1] x [0, 1]

K g&(uxy)

2
R.a)%(\/_—%j;b)an;c)Zan1;d)%;e)2—%—%.

Exercitiul 9.3.2. Si se calculeze ” f (X, y)dxdy in fiecare din cazurile urmitoare:
D

x° 1
a)f(X,y)= oo D={(X,y)€R2‘1§X§2, - <y§X}
y

X

b) f(x,y) = 1= X* —y* D= {(x y) e [0sx=1,0=y< V1-x" }

) f(x, y) = y’sinx, D={(x,y) ER* | 0<x <m 0 <y<I +cos x}
d) f(x, y) =x+2y, D={(x,y) €R*|-3<y<3,y’ -4 <x<5}

&) f(x, y) =ye* , D={(x y)eR?[0<y <1y’ < x <y**}

f) f(x, y) = x%sin?y, D = {(x, y) € R?| % SyS%,OSxSkos v}

f)_

R.a)%;b)— )— d) 50,4; e)

Exercitiul 9.3.3. Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:

1<x+y<5
2 —x*)dxdy, D:
a)jDI(y )dxdy {Ogy_xg

b) J] (X + y)dxdy, D fiind domeniul mérginit de dreptele x =y, x +y=2,y =0
D

X>1
c) ” ;- dxdy , D fiind domeniul determinat de ¢y >1
U+y X+y<4



d) J] xydxdy , D fiind domeniul marginit de parabola y = x” si dreapta de ecuatie y = 2x + 3
D
e) ” % dxdy , D fiind domeniul mérginit de parabola y = x*+ 1 si dreptele y = 2x, x = 0.
+

y2
ﬂIDJX2+2

o) [[ Voydxdy, D={(x ey 2y =x*,x20}
D

dxdy ,D={(x,y)€R?|1<x*+y <4,- x< y <x}

h) ”1/1—% ydxdy , D = {(x, y)eR |y <x,xy > 1, 1<x<2}
D

4 1 1 1 31 3 2 3
R.a) 27; b —:d)53+=;¢)-—+In=+=In3;:) =(x—2);9) —:h)1-2In—.
) ) ; C) 18" ) 3 ) > > 8 1E)8( ):9) 135 ) >

Exercitiul 9.3.4. Utilizand coordonatele polare sau o schimbare de variabild convenabild, sa se calculeze:

2) ”mdxdy,D:{(X,y)eR2|x2+y2 <4y
b
b) ﬂ (X y) dxdy D={(x, y)eR X2+ <1}
0 H(m)gdxdy,D={(X,y)eR2|x2+y2 <4,y >0}
d) fjex“yzdxdy, D={(x, y)eR? |2+ <1}
e) ﬁ(x2+y2)3’2dxdy,D={(x,y)6R21§x2+y2 <9}
ﬂln(x +y )dxdy D={(xy)er?|1<x’+y <c’}
b
9) Hmdxdy,D={(X,y)€R2\1§x2+y2 <2x}

h) _[Hl————dxdy D = {(x, y) €R? |—+—<1 y<0}

y’
b® ~

j) I xdxdy , D este domeniul limitat de curba de ecuatie
D

L
9 16 9 16

K) ”(X+3)dxdy,D:(2x—y+ 12+ (x + 3y - 4)2 = 49
D

i) ”(x+y)dxdy D = {(x, y) €R? |—+ <1}
a



1) ” xydxdy , unde D este limitat de axele de coordonate si arcul de astroida x = a COS3t, y=a sin3t, te
D

o

m) J‘J’ (a2/3 ENCTE y2/3)3/2dxdy, D = {(x,y) € R | 2%+ y?9 < a%%}

D
n) _U Ja? —x* — y?dxdy , unde D este domeniul marginit de

(x* ; ) =<’ - y), x> 0;

0) ”xdxdy D={(xy)eR|1<xy<2, 1< Y <2,x>0}
X
Ra)GT byx(1-1In2); ¢) 3?3 D 16 T oo
1 s a’ 27a°
~(32-37):h 2\/5—;'0;'0;k28;1—; ;
)( 7);h) ')J))n)80m35

(5252 Lt

Exercitiul 9.3.5. Sa se calculeze aria domeniului plan D marginit de curbele urmatoare:
a)y?=10x+25y?=-6x+9;

b) X 2+y° =2, X"+ Y = 4X,y =X,y =0;

C) X2/3 + y2/3 - 3.2/3 (a > O),

d) (¢ + y?)* = 2ax’;

Xy ) _xy
6) (?+b—2j =C—2.

2 2 2|2
R.a)16\3/1_ b)3(72’ 1) o 3@, 5m At

4 2

Exercitiul 9.3.6. Sa se calculeze masa pentru fiecare din placile plane, de densitate de masa p(x, y) data:
2 2

X
a) D este limitat de —2+Z—2:l,x20,y20; p(x,y) = Ja? —x? ;
a

XZ

b) D={(x,y)€R?*|1<xy <2, ¥ <x<4y’}; p(x, y) = —
y

2 5
R.a) —a’; b) —

3 2
Exercitiul 9.3.7. Sa se calculeze coordonatele centrelor de greutate ale placilor plane de densitate p(X, y) :
a) D este limitat de y* = 4x + 4, y* = -2x + 4; p(x, y) = k;

T
b) D este limitatdey = cos x, y =0, - — <x < E;p(X:Y): L.

oy Ny

2
R.a)xG:g,yG:O;b)xGZO;yG:



Exercitiul 9.3.8. Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de coordonate pentru placa plana
omogena, marginitd de dreptele x +y=2,x=2,y=2
R.4

Exercitiul 9.3.9. Si se calculeze momentul de inertie al placii omogene limitatd de cardioida r = a(l +
cosf) , 6 € [0, 2x] in raport cu originea.

357za’
R.
16

Exercitiul 9.3.10. Si se calculeze momentul de inertie fatd de origine al placii plane neomogene
reprezentatd prin domeniul:

, X2 y2
D:{(X,y)ER |¥+—2 <1}

1
si avand densitatea n fiecare punct, p(x, y) = (bZX +a’ y +a’b? ) 2

R. %(a2+b2)(2—\/§).

Exercitiul 9.3.11. Sa se calculeze urmatoarele integrale :

a) m' (xyz + X)dxdydz , unde @ = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]
Q

b) m' x®y?zdxdydz , unde
Q
Q={(x,¥,2)€rR’|0<x<1,0<y<x,0<z<xy}

0) m (X+ Y + z)dxdydz , unde @ = [0, 1]x [0, 1] x [0, 2]

dxdydz , unde Q = [0, 2] x [0, 1] x [0, 3]

d)mm
Ra)—b) c)4d)\/_ 1

Exercitiul 9.3.12. Si se calculeze J..U f (X, y,z)dxdydz , in urmitoarele situatii:

Q
a)f(x,y, 2)=x+y, Q={(x,y, 2) ER} | X' +y* <22, 0<z<2}

X2 y2 ZZ
b) f(x, y, Q= : +-—+—=x<1
) f(x, y, 2) = X, {(XyZ)ERI 9 25 }
¢) f(x, y,z)—;2,Q:{(x,y,z)ER3|x2+y2+22516}
+yi+z
Z3
d) f(x,y, z) = ,
) 1xy.2) (y+2)(x+y+2)
Q={(x,y,2)€R*|x>0,y>0,z>0,x+y+z <1}
e) f(x,y,2) = 1

L+x+y+2)*



Q={(x,y,2)€rR®|x>0,y>0,z>0,x+y+z <1}
f)f(x, y, 2) =x + y+ 2, Q= {(x, y, z)eR3\0<z<1—x2—y2}

R.a) Z b)32nc)l6nd)— )—f)—

Exercitiul 9.3.13. Utilizdnd o schimbare de variabild adecvata, sa se calculeze urmatoarele integrale triple:
a) m (x? + y?)dxdydz , unde
Q

Q={(x,y,2)eR’|X*+y—2x<0,y>0,0<z <1}

b) m \/mdxdydz L Q={(x,y,2)€R’ X’ +y’ +2* <1}
Q

c) m' (X2 +y? + 2%)dxdydz ,
Q

Q={(xy,2)€R’|X*+y <az,0< z<h}
) [[[ 22dxdydz, Q= {00y, e R +y + 22 <Pl 4P 47 < 202
Q

€) J].J- \/dedde ,Q={(x,y,2)erR®| X} +y* +7° <x}
Q
" Iﬂ [(x—2)? + (y ~b)? + (2~ c)* pixdlydz,

2 2 2

Q={xy,2)er®| — +y—+—_1}
a C

bZ
) [[] (¢ +y? —2%)dxdydz , 2 ={(x y, )€ & |’ + ¥ + 2 <R%}
Q
59721" T

)
480 10

R.al):?%z;b)rcr4
5

15

f) 8?”abc[a2 +b? +c2] ;g)

Exercitiul 9.3.14. Si se determine volumul partii din cilindrul x?+y” = 2ax cuprinsa intre paraboloidul x* +
y? = 2az si planul xOy.
3ma’
4

Exercitiul 9.3.15. Sa se calculeze volumul corpului:
Q={(x,y,2) R’ | X* +y* + 7° <daz, x* + Y* + az < 42’}

377’
R.
6

Exercitiul 9.3.16. Si se determine volumul corpului mérginit de suprafetele x* + y* + z2 = 3a? si x* + y* =
2az,z>0.

()

Exercitiul 9.3.17. Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafata



mabc® 1
R. 1--
3h e
Exercitiul 9.3.18. Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafetele:
X+y+2 =1, +yY +7° =16, 2=x"+y,2=0,y=0,y=x.

2172
R—g

Exercitiul 9.3.19. Sa se determine volumul corpului marginit de:

2
XZ y2 Z2 _X?_ y2 22.
| S5 +5+—| =—+5——;
a2 2

b> ¢ a’> b*> c?
X2 y2 22 .XZ y2 22
b)—2+b—2+—2=2$1—2+b—2——2:0,Z20.
a C C
)y2+22 X i planul
) —+— =— siplanulx=a.
b> ¢* a?

d) (¢ + Y2+ =@ (< + Y — 2%)
e) (C+y +2%)°? =2’z

rlabcy2  4mabc n’a’®

b V2 -1); ¢) mabe; d) ——; &) —

a) 3 ) 3 ( ) ; ¢) mabe; d) 102 €) 3

Exercitiul 9.3.20. Sa se calculeze masa corpului

2 2 2
X z
Q=4(xY,2) >—2+y—2+—2£1
a~ b° c
stiind ca densitatea n fiecare punct este p(X, y, z) = 2|z|.
R.mabc’

Exercitiul 9.3.21. Sa se determine masa sferei
Q={(x,y,2)eR®|x*+y* + 7> < 3rz}
stiind ca densitatea 1n fiecare punct este egald cu patratul distantei de la origine la acest punct.

81 .

R, — @r

Exercitiul 9.3.22. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al corpului Q, cu densitatea de masa
p(x,y, z), daca:
2 2 2

_ S Xy 2 _
a)Q={(x,y,2)€ER |¥+b—2_c—2,OSZSc},p(x,y,z)—l
b) Q={(x,y, 2) €R®|x* +y* <2az, x*+y* + 72" < 3a%}, p(x, y, z) = |
) Q={(xy,2)€R®| Y +22°<4x,x <2}, p(x, ¥, 2) = 1
d) Q={(x,y, 2) €R®|x*+ V* + 2°< 21z}, p(x, y, z) = x> + y* + Z*
3c 5
R.a)xG:yGZO;zG:?;b))xG:yGZO;zG:§<6\/§+5)a;



C) Xg = z. =25=0;d))Xc=Ys=0;z¢ = 243r
c= =iY¥e=2c=0; 6=Ye=0,Zc= ——TI.
3 512
Exercitiul 9.3.23. Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oz a corpului material omogen,
limitat de suprafetele x*+y*+z° =2, X* + y* = 72,
z>0.

R 2% (42 —5)
15

Exercitiul 9.3.24. Sa se determine momentele de inertie fata de axe si fatd de planele de coordonate, ale
2

X
elipsoidului omogen T + y2 +z% <1,

8 32 16 8
R.hoy=lo:= —=7 o =——=7 , lox = vIOyZIOz:Eﬂ-

=—r
15 15 15



10. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE PRIMUL TIP
10.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
10.1.1. Panze si suprafete netede

Definitia 10.1.1.1. Se numeste pdnza netedd orice functie de clasa C*,

S: D — R® unde D CR? este o multime deschisa si conexd (domeniu). P4nza S se numeste simpld, daca
aplicatia S este injectivd; ea se numeste nesingulard, daca, in fiecare punct din D, matricea jacobiand a lui S
are rangul doi, imaginea directd a multimii D prin aplicatia S, S(D), se numeste imaginea panzei S si o vom
nota (S).

Definitia 10.1.1.2. Doui panze S;: D; — R3S, : D, — R® se numesc echivalente (se scrie S; ~ S,) daca
existd un difeomorfism T:D;—D; astfel incat jacobianul lui T sa fie strict pozitiv in fiecare punct din Dy si
S1 =S, °T. Difeomorfismul T se mai numeste schimbare de parametri.

Observatia 10.1.1.1. Folosind bijectivitatea lui T, se aratd usor ca doud panze echivalente au aceeasi
imagine. De asemenea, este evident ca relatia “~” este o relatie de echivalentd pe multimea panzelor, prin
urmare, ea imparte aceasta multime in clase de echivalenta.

Definitia 10.1.1.3. Se numeste suprafata neteda orice clasa de echivalenta a unei panze netede nesingulare.
Prin imaginea unei suprafefe intelegem imaginea unei panze din clasa de echivalenta respectiva. Deseori,
se foloseste termenul suprafatd in sensul de imagine a unei suprafete. Aceastd acceptiune conduce la
urmatoarele interpretari:

1) Daci S:D — R® este o panza netedi, nesingulari, care asociaza fiecarui punct (u, v) € D un punct (x(u,
V), Y(u, V), z(u, v)) € (S) se spune ca egalititile

X =x(u, v),y=y(u, v), z=2z(u, V), (u,v) €D
sunt ecuatiile parametrice ale suprafetei din care face parte panza considerata. Evident, o suprafatd poate
avea mai multe reprezentari parametrice.
2) Ecuatia z = @(x y), (X, y) €D se numeste ecuatia explicitd a unei suprafefe, si anume, a suprafetei
reprezentati de panza S:D — R,
S(u, v) = (U, v, ¢(u, v)).
3) Ecuatia F(x, y, z) = 0 este ecuatia implicita a unei suprafete deoarece, in conditiile teoremei functiilor
implicite , se poate determina, local, o explicitare unica z = (X, y), (x, y) €D, care defineste, evident, o
panza, S(u, v) = (u, v, o(u, v)), (u, v) €D. Imaginea acestei panze este ins3, in general, numai o parte a
multimii {(x, y, z) €R®: F(x, Y, z) = 0}.
4) Sistemul: Fi(x,y, z, u, v) =0, Fo(X, ¥, Z, U, v) =0, Fa(X, v, z, u, v) = 0 poate fi considerat o reprezentare
parametricd a unei suprafete, deoarece, in anumite conditii, el defineste, local, pe X, y, z ca functii de u si
V.

10.1.2. Aria unei suprafete

Consideram o suprafata reprezentata de o panza S netedd si simpla, definitd explicit de ecuatia z =
f(x, y), (x, y) €D, unde D R? este un domeniu compact masurabil. Fie d = {Dy, D, ..., D} 0 diviziune
oarecare a domeniului D; acestei diviziuni 1i corespunde o partitie {Sy, Sy, ..., Sp} a imaginii (S) a suprafetei
considerate. Fie (X, y) €D;, i = 1, 2, ..., n arbitrar si M;e (S) punctul de coordonate Xx; , vi, f(xi, V).
Consideram planul w; tangent la (S), In punctul M;. Consideram apoi cilindrul care are drept curbi
directoare frontiera lui D; si generatoarele paralele cu Oz. Acest cilindru determina pe planul tangent m; un
domeniu T; a cérui proiectie pe planul xOy este D;.

n

Aproximam aria (S;) prin aria(T;) si, prin urmare, aria imaginii (S) a suprafetei prin Z aria(T,) . Evident,
i=1

aproximarea este cu atat mai buna, cu cat diviziunea d este mai find. Este natural, deci, sd definim aria(S)



ld]
punctelor (i, vi). Acceptand aceasta idee se poate demonstra ca:

aria(S) = ” 1+[%) +(%j dxdy

Daca suprafata este data parametric : x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, V),

(u, v) €D atunci:
aria(S) = J] v A? + B2 +C?dudv
D

D(y.z) ,_ D(z.x) = D(x,Y)
D(u,v) ' D(u,v)  D(u,v)

n
ca fiind !jim Zaria(Ti) atunci cand aceastd limitd existd, este finitd si nu depinde de alegerea
-0
i=1

unde A =

Observatia 10.1.2.1. Tn cele prezentate mai sus am definit, de fapt, aria imaginii unei panze. Cum
imaginea unei suprafete este, prin definitie, imaginea panzei care determind suprafata, putem spune ca am
definit aria imaginii unei suprafefe, dacd tinem seama cé integrala de mai sus nu depinde de péanza
considerata ca reprezentant al suprafetei date. Cum de obicei, se foloseste termenul suprafatd in loc de
imagine a suprafetei, putem spune ca aria(S) este aria suprafetei reprezentata de S.

10.1.3. Integrala de suprafati de primul tip

Definitia 12.1.3.1. Fie o suprafatd neteda reprezentatd de panza S definitd parametric prin: X = X(u, V), y =
y(u, v), z = z(u, v), (U, v) €D, unde D= R? este un domeniu compact masurabil si fie (S) < R® imaginea
sa. Fie @ : (S)—R o functie arbitrara, d = {D;, D5, ..., Dp} 0 diviziune arbitrard a domeniului D, & un sistem
de “puncte intermediare” (u;, Vi) €D;,

i=1,2,..,n. Functiei @, diviziunii d si sistemului & le asociem suma :

0, (d,£) =D D%, y,,2,)-arias,)

unde (S;) = {(x = x(u, v), y =y(u, v), z=z(u,v)), (u, v) €Di},
(%, Yir i) € (Si), xi = X(Ui, Vi), Vi =y(us, vi), zi =2(u;, vi), 101, 2, ..., n.

Functia ® se numeste integrabild in raport cu aria pe suprafata datd dacd existd 1€ R ncét
pentru orice € > 0 exista n > 0 astfel incat, oricare ar fi diviziunea d, cu ||d|| < n si oricare ar fi sistemul & de
puncte intermediare, sd avem | O, (d,&) -1/ < & Numirul real I se numeste integrala de suprafatd in

raport cu aria (sau integrala de suprafata de primul tip) a functiei @ si se noteaza:

I = ”CD(X, y,2)ds

Observatia 10.1.3.1. a) Terminologia este justificatd de faptul ci, desi numarul real I este asociat functiei
@ si unei panze S, se poate demonstra cd, daca se considera o altd reprezentare parametricd a suprafetei
date (adica o panza echivalentd cu S), numarul I nu se schimba.

b) Dacd @(x, y, z) = 1, atunci evident I=a(S),deci a(S)= ﬂ. ds.
s

Teorema 10.1.3.1. Fie o suprafatd neteda si simpla reprezentatd de panza S definitd parametric prin: x =
x(u,v), y = y(u, v), = z(u, v), (U, v) €D unde D R? este un domeniu compact masurabil. Fie (S) < R®
imaginea sa, iar @ : (S)—R 0 functie continud. Atunci @ este integrabild in raport cu aria pe suprafata
data si are loc egalitatea:

ﬂcp(x, y, z)ds :ﬂ@(x(u,v), y(u,v), z(u, v))y A2 (u,v) + BZ(u,v) + C?(u, v)dudv

S




Observatia 10.1.3.2. a) Daca suprafata este data explicit de ecuatia
z=1(x,y), (x,¥) € D, atunci:

ﬂCD(x, y,2)ds =

S

o\ (of )
ij d(x, Y, f (X, y))- 1+[&j {EJ dxdy

b) Integrala de suprafatd are proprietdti analoage integralelor duble: liniaritatea in raport cu functia,
aditivitatea in raport cu descompunerea imaginii suprafetei intr-un numar finit de parti fara puncte
interioare comune, etc. In consecintd, daci suprafata este data implicit, printr-o ecuatie care nu poate fi
explicitatd in raport cu nici una dintre variabile, se poate incerca descompunerea imaginii sale intr-un
numar finit de parti explicitabile in raport cu céte o variabila si apoi se aduna integralele obtinute.

10.1.4. Aplicatii ale integralelor de suprafata de primul tip
10.1.4.1.Masa unei suprafete materiale
Daci imaginea (S) < R*modeleazi o suprafatd materiala, iar

p : (S) >R este o functie continud care asociaza fiecarui punct
(X, ¥, Z) €(S) densitatea p(x, y, z) a suprafetei materiale in acest punct, atunci masa m, este data de :

m = ” p(X,y,2)ds

10.1.4.2. Centrul de greutate al unei suprafete materiale

In aceleasi conditii, coordonatele centrului de greutate G al suprafetei materiale modelate de (S)
sunt date de:

o= o [0t o= - [yt y. 20,

26 = % ﬂ zp(x,y,z)ds
S

10.1.4.3. Momentele de inertie ale unei suprafete materiale

Momentele de inertie ale suprafetei materiale, modelata de (S), in raport cu axele de coordonate
sunt:

= ﬂ(yz +2%)p(x,y,z)ds
ly= ”(xz +2%)p(x,y,z)ds

l, = ” (x* +y*) p(x,y,z)ds

Momentele de inertie fatd de originea axelor de coordonate si fatd de planele de coordonate se
definesc analog.



10. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE PRIMUL TIP

10.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 10.2.1. Sa se calculeze ” z%dS , unde S este data parametric prin: X =ucosv,y=usinv, z=

s
hu, ue [0, a], ve [0, 2x].
Solutie. Deoarece S este data parametric se aplica direct formula din teorema 10.1.3.1. Calculam mai intai:

o
A D(y,2) _|ou v| _[snv ucosv o hu cosy
D(u,v) [0z o0z h 0
ou ov
a o
B= D(z,%) =|ou  ov|- h O_ =-husinv
D(u,v) [9X OX| |cosv —usiny,
ou ov
= Duy) =|ou V|- C(_)SV —usinv ucos’ v + + usin’v = u
D(u,v) [0y OY| |sinv ucosv

ou ov
A% + B? +C? = h?u? cos?v + h?u® sin®v + u? =
=h%u? + v = (h? + 1) U?

Deci VA® + B2 +C2 =uvh? +1.
Notand D = [0, a] x [0, 2x], cu formula din teorema 10.1.3.1. obtinem:

4 412 (2
szds=h2«/h2+1jju3dudv=h2\/h2+1-2n-a _mhvh' +1
S D

4 2
Exercitiul 10.2.2. Sa se calculeze ” (Xy + yz + zX)dS , unde S este portiunea suprafetei conice z =
s

\ X% + y2 decupata de suprafata

X2+ y? = 2ax.
Solutie. Suprafata fiind data explicit, aplicim formula din observatia 10.1.3.2.Notand f(x, y) = X2 + y2

si DC R? discul limitat de cercul de ecuatie x* + y? = 2ax, rezulta:

of x of y (6f jz (af Jz .
— e — = [1+|—| +| = =\/§,deC|
X IxP+y? Oy X2 +y? OX oy

”(xy+yz+zx)d8 = \/§.|‘J.(xy+y\/x2 +y? +x\/x2 +y?)dxdy

Trecand la coordonate polare, integrala devine:
\/Eﬂ(r2 sintcost +r?sint + r? cost)rdrdt =
s

= \/5” r®(sintcost +sint + cost)drdt
d



>1

unde D" = {(r,1): 0<r < 2acost,-— <t<

2 3

NN

Prin urmare,

wl2

2acost
”(xy+yz+zx)d8 J_I[5|ntcost+5|nt+cost Ir3dr}dt
=2 j {S|ntcost+smt+cost)—
-zl2

-rl2
2acost
]dt :
\/é' zl2

= T-lGa4 j(sintcost+sint+cost)cos4tdt =
—l2

rl2 xl2 zl2
:4\/§a{ I sintcos® tdt + Isintcos4tdt+ J‘cosstdt}

-rl2 -zl2 -zl2
7l2 7l2
=4+/2a* _[cos tdt = 8+/2a* _[cos tdt =
—-rl2
zl2 7l2

=8./2a* j(l—sinzt)zcostdt::Bﬁa4 I(1—23in2t+sin4t)(sint)'dt =
0

sin 3t sm5t
3 5
0

-8\/_a( 2 1j—%a4.
3 5 15

72

Exercitiul 10.2.3. S se calculeze ” (X+ Yy +2)dS unde S este emisfera x* + y* + 2 =4, z> 0.
S

Solutie. Ecuatiile parametrice ale emisferei S sunt:
X = 2sin 6 cos ¢

y =2sindcose,0 e {O,%},q)e[o, 2n]

Z=2c0s0
Calculam :
oy Yy
2cos@sin 2sin@co
_ D(y, 2) _|00 Op|_ S _SI ¢ sl ¢ =4sin’0cos
D(@,p) |2 2] | —2sin® 0
00 Ogp
0z oz
0 An —2siné@ 0
_D@x) _|60 op|_ 3! . |=4sin®0coso
D(#,p) |OX OX| |2cos@cose —2sindsing

00 0g



x X
_ D(x,y) |66 o¢|_|2cos@cosp —2sindsing
" D(6,¢) | 9| |2cos@sing 2sin@cose
20 op

= =4sinfcosOcos’p + 4sinOcosOsin’p =

4sin6cosO

A? + B? + C? = 16sin*0cos?p + 16sin*0sin® ¢ + 16sin*0cos?0 = 16sin*0 + +16sin’0cos’0 = 16sin°0
Deci Vv A? + B2 +C? =4sind
T
Aplicand acum formula din teorema 10.1.3.1., notand D = {O, E} x[0, 27], obtinem :
J](x+ y +2)dS :II(Zsin @cosp+2sindsing+2cosd)-4sincddp =
S D

= 8” (sin? @cos ¢ +sin? Gsin ¢ +sin O cos O)d g =
D

72 7l2

2 2z 7l2
8 Isinzéde- jc03¢d¢+ I sin” o - Isin¢dgp+27r _[sin@cos@dé’}sn
0 0 0 0 0

Exercitiul 10.2.4. Si se calculeze aria portiunii din paraboloidul x*+y* = 3z marginita de planul z = 3.
Solutie. Deoarece suprafata este definitd explicit in raport cu variabila z, utilizim formula:

(3] 5] o

A’

R

(S)

v=

Deoarece f(x, y) = %(x2+y2) si D = {(x y)er: xX* + y* < 9} obtinem a(S) =

4 4
H\/1+—x2 +—y?dxdy.
V9T 9
Trecand la coordonate polare: x =rcost,y=rsint, re[0, 3], t €[0, 2x],

D(x,Y)

=r. Notand D" = [0, 3] x [0, 2 x], obtinem:
D(r,t)



!

a(S)-”Wfle—r -rdrdt = 2n— I(1+gr2) (1+gr2jdr=
3

3
_9m 2fy 4 =3—” 14297 21 =3—”(5J§—1)
4 30 9 2 9 2

0

Exercitiul 10.2.5. Si se determine aria portiunii din sfera x* + y* + z? = a%, decupati de cilindrul (x* + y?)?
= a’(x* — yP), situata in semispatiul z > 0.
Solutie. Ecuatia x> + y2 + 72 = a% cu conditia z > 0 se poate explicita

z=,a’-x"-y*.

Cilindrul are generatoarele paralele cu Oz si are directoare in planul xOy lemiscata (x* + y?)? = a®(x* — y?),
prin urmare:

a(s) = IDI ﬁdxdy,

unde D este domeniul marginit de lemniscata.

B

Trecand la coordonate polare si notand

= {(r,t):Os r <a~/cos2t,t e{—%%}u{g—”S—”}}

4 4
7l14| avcos2t r
obtinem a(S) = a” \/7 drdt = 4a I I ﬁdr dt =
a’—r o Jai-r

zl4

= 4a _[(a—aﬁsint)dt :4a(4 a+av/2 cost

77/4)
0

:4a2|:£+\/§(%— ﬂ ( +1- \/_j:az(ﬂ'+4—4\/§)

4

Exercitiul 10.2.6. Sa se determine masa suprafetei materiale (S) data prin

z= E (x* +y?), 0 <z <1, daca densitatea in fiecare punct este p(x, y, z) = z

1
Solutie. Proiectia portiunii din paraboloidul z = E (x* + y?) corespunzitoare conditiei z < 1 este: D = {(X,

y): X2 +y* <2}



A 1, .
Punand f(x, y) = E(x +y), obtinem:

e

Aplicam acum formula 10.1.4.1. obtinem:

1
m(S) = J] p(X,y,2)dS = J.J. zdS :—ﬁ(xz +y?)J1+ X2 + y2dxdy
Trecand la coordonate polare, notand D” = [0, \/_ [o, 2n] obtinem:

m = —ﬂrzmrdrdt:—ﬂrsmdrdt =ﬂjr3\/14r7dr

_ !r\/(ll:—:)d _ﬂjr Az )drmjr (W+r2ydr =

J2

—IZr\/l+r dr +r*vi+r?

=[ 1+r

i

+44/3 -

0

0

2
-4 jr3\/1+ I’Zdl’:|=7{2\/§—§(l+ r?)%e
2 5 72
-4jr3\/1+r2dr :(4\/§+§jn—4njr3\/1+r2dr=
0 0
1
=2n(2\/§+—j—
3
2r . 2r
Rezultd 5m = ?(l‘l- 6+/3) , decim = E(lJr 6+/3).

Exercitiul 10.2.7. Si se determine coordonatele centrului de greutate al emisferei materiale S data prin x*
+y? + 72 =a% z>0, stiind cd densitatea in fiecare punct este p(X, y, z) = 4 x? + y2 .

Solutie. Vom folosi formulele 10.1.4.2. Determindm mai Intdi masa emisferei m = ” N X% + y2 ds.

Ecuatiile parametrice ale emisferei S sunt x = asinfcoso, y = asinfsing,

T
z=acosh, € [O’E] @€ [0, 2n]. Ca in exercitiul 10.3.3. obtinem VA% + B2 +C? =a%sin0sim=
2 ain 2 2 Qs _
J]\/a sin“@-a“sindd&e =
D

72 . zl2
_asﬂsin2 A = 2ma’ j 1700820 45— 7za3(6?—sm 20)
5 0 2 2

Determindm acum coordonatele centrului de greutate:

Xg = %J'J‘ xp(X,y,2)dS = %ﬂ.x x* +y%dS =
S S



2 . 2a ﬂ/2_ 5 27
= Ha45|n3¢9c08¢d6d<0=—( Ism gd‘gJ'[J'COS(pd(DJ -0
S . )

r*a’ 2
Yo = %Lfyp(X, y,2)dS = %gy X7 1 y7ds =

2 ; . 2a 7r/2' , o .
- ﬂa45|n395|n(pdédgo:—[ jsm gng.Usmwng] o
S . )

2,3 2
Z-a T

26 = %ﬂ zp(x,y,2)dS = %ﬂz x* +y?dS =
S S

72

_4
3ar

.2 H a‘sin® @cos g =
S

2a sin®@
2,3 — 27
wra

T 3

0

Exercitiul 10.2.8. Sa se determine momentul de inertie, in raport cu planul xOy al portiunii de suprafatd z

=,/ X% + y2 , 0 <z <1, stiind ca densitatea in fiecare punct este p(x, y, z) = 1 + xy.
Solutie. Momentul de inertie, in raport cu planul xOy este:

lyoy= ﬂzzp(x, y,2)dS = J.J.zz(1+ xy)dS =

S S
= [J ¢ +y*)@+xy)Vadxdy = V2[[ (x* + y*)(L+ xy)dxdy,
’ undeD={(x,y)eR2:>[<)2+y2§1}

Trecand la coordonate polare, notand D = [0, 1] x [0, 2] obtinem:
lxoy = \/5” r’(L+r?sin@cosé)-rdrdd =
=

= \/Eﬂ r*(L+r®sin@cos)drdo = \/E.”r3drd0+
D" D"

+ \/E.U r® sin ©cos 0drdd =
o

1 1 27
+ jrsdr . Isinecoséde :ﬂ
4 0 5 2

4
0




10. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE PRIMUL TIP

10.3. Exercitii propuse
Exercitiul 10.3.1. Sa se calculeze:

1
a) H —————dS , unde (S) este portiunea din planul x + y+ z = a decupati de planele de coordonate;
X+y+1z
s

2 2
X"+
b) ” zdS , unde (S) este portiunea din paraboloidul z = Ty, decupati de cilindrul x* + y? = 8;
s

c) ,U (x? + y?)dS , unde (S) este sfera x? + y? + 72 = a’
S
d) ” (Xy + 2)dS , unde (S) este portiunea suprafetei conice z = (x* + y*)*? decupata de planul z = 1;

2

S
X2 2 7 1/2
e) H (? + E)/_“ + C_Aj dS ,unde (S) este elipsoidul
S

X2 y2 22
¥+b—2+c—2:1.
R. a) ﬂ;b) 5;9672';0) §72614;d) Eﬂ\/i
2 15 3 3

@%nﬂm@4+b4+04)

Exercitiul 10.3.2. Si se determine aria portiunii din sfera x* + y* + z° = a® decupati de cilindrul x* + y* —
ay = 0, situata in semispatiul z> 0.
R.(n - 2)a’

Exercitiul 10.3.3. Si se determine aria portiunii de suprafati sectionata de cilindrul x> + y* =a?, x>0, y
>0 din paraboloidul hiperbolic z = xy.

R. %[(1+ a?)¥2 —1]

Exercitiul 10.3.4. Si se determine aria portiunii de suprafati sectionati de cilindrul x* + y* — 2x = 0 din
conul X% + y? — 22 = 0.

R. ﬂ\/z

Exercitiul 10.3.5. Si se determine aria portiunii de suprafati sectionati de cilindrul x? + y* = & din conul

X = (yZ + 22)1/2.
V2,

R. —ma
2

Exercitiul 10.3.6. Si se determine aria portiunii conului 4(x® + y?) — 2% = 0, cuprins intre planele z= 0 si z
=2

R. 7+/5



Exercitiul 10.3.7. Sa se determine masa portiunii din suprafata conului omogen z = (x* + yz)l/2 decupata de
cilindrul x? + y?* = ax si si se precizeze pozitia centrului de greutate al acesteia.

V2, a

Rm=—rma ,XG:—,yGZO,ZG:—a

4 2 9

Exercitiul 10.3.8. Sa se determine momentul de inertie, in raport cu axa Oz al portiunii sferice x* + y* + 7
=a% x >0, y>0,z>0 stiind ca densitatea in fiecare punct este p(x, y, z) = Z.

R. —a’ .
8

Exercitiul 10.3.9. Se considera suprafata conicd omogena

h
7= — x> +y* X2 +y’ <a’. Se cere:
a

a) pozitia centrului de greutate

b) momentele sale de inertie in raport cu planele de coordonate.
— . — _ 2 21, 2 2\1/2
R. a)X(;—y(;—O, ZG—Eh, b) IxOy— Eﬂh a(a +h ) )

1 3 2 2\1/2
lyoz = lzox = Zﬂa (a +h ) .



11. INTEGRALA CURBILINIE TN RAPORT CU COORDONATELE. CAMPURI DE
GRADIENTI

11.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
11.1.1. Elemente de teoria cAmpurilor

Definitia 11.1.1. 1. Fie D  R® o mulfime deschisa. O functie U:D —R se numeste camp scalar.

Daca U:D —R este un cdmp scalar fixat si c € R este fixat, suprafata (Sy) de ecuatie
U(x, y, z) = ¢, se numeste suprafati de nivel constant asociata campului U si numarului c.

Daci D R® si CER este fixat,curba (vo) de ecuatie implicita U(x, y) = ¢, se numeste curba de
nivel constant asociata campului U i lui c.

Definitia 11.1.1.2. Fie A si B doud puncte oarecare din R®. Perechea ordonati (A, B) se numeste Vector
-

tangent la R® in punctul A (sau segment orientat sau vector legat) si se noteaza AB . Punctul A se

numeste originea sau punctul de aplicatie al vectorului.

5

Daci O = (0, 0, 0) este originea lui R, atunci OB se numeste vectorul de pozitie al punctului B.

-

Punctul V = B - A€R® se numeste partea vectoriald a vectorului tangent si in loc de AB
- -

putem nota V, sau chiar V' daca punctul de aplicatie se subintelege.

Definitia 11.1.1.3. Doi vectori tangenti care au aceeasi parte vectoriald, dar au puncte de aplicatie diferite
se numesc paraleli.

Definitia 11.1.1.4. Dacd A € R® este fixat, multimea tuturor vectorilor tangeni 1a R® in A se numeste spatiu
tangent la R® in punctul A si se noteazd cu ThR®.
Spatiul tangent se organizeaza ca spatiu vectorial cu operatiile

V. +W, = (V +W), sixV, = AV
v, .

si este izomorf cu R®, izomorfismul fiind dat de corespondenta V —

—

Norma (lungimea) vectorului V, se defineste prin

IVa =1V

Produsul scalar n TAR? se defineste cu ajutorul produsului scalar din R® prin
> >
VoW, ) = (V,W).

- -
Daca <V ,W> =0, atunci V, , W, se numesc ortogonali.

Un sistem ordonat de trei versori (vectori de norma 1) reciproc ortogonali, tangenti la R* In A se

numeste reper in punctul A.
e -
Daca {E,, E,, E, } este un reper in punctul A, atunci orice V € T,R® se scrie

v :<V,E1>-El+<V,E2>-E2+<V,E3>-E3

- - -
Numerele reale v; = <V, E, > i =1,2,3 se numesc componentele lui V' 1in raport cu reperul fixat.



o — T o 7 I d
Dacé notam i, = (1,0,0), , j, = (010),, k, = (0,01), atunci reperul {i,, j,, K, } se numeste
reper natural in punctul A, iar componentele unui vector in acest reper se numesc componente
euclidiene.

- -

5
Definitia 11.1.1.5 O functie V' care asociaza fiecirui punct A din D < R® un vector V A =V (A), tangent
la R®Tn A se numeste cAmp vectorial.

- - -
Definitia 11.1.1.6. Daca V : D — U TaR® are proprietatea ca \I (A,) este paralel cu V (A,) pentru
AeD
5
orice Ay, A,€ D, atunci V' se numeste camp vectorial paralel sau constant.
> o
Campurile paralele i, j,k definite prin

2 o o o >

FA) =0, JA=j4 k@A) =k,
se humesc campuri fundamentale.

-
Se poate demonstra ci, daci V : D — U TaR? este un cAmp vectorial, atunci exista trei functii reale
AeD
Vi:D—R ,i=1, 2, 3astfel incét
- -

- : =
V :Vl' | +V2'J +V3‘k

N
Functiile scalare Vi, V5, V3 se numesc componentele euclidiene ale campului V .
-
Se observi ci orice cAmp vectorial V :D— U TaR? este echivalent cu o functie vectoriala
AeD

V DSR2V (A) = (Vi(A), Va(A), Vs(A))

5
unde V3, V,, Va:D —R sunt componentele euclidiene ale cdmpului vectorial V . Spunem ci un cAmp este
de clasa C* daca componentele sale sunt de clasa C¥.

Definitia 11.1.1.7. Fie D R® 0 mulfime deschisd si U:D —R un camp scalar de clasa C' pe D.

Campul vectorial \7 definit prin
\_/)zgradU:&._i).FQ.j.F&.E
OX oy 0z

se numeste camp de gradiengi asociat campului scalar U.
Priu urmare, in orice punct A € D, gradientul cAmpului scalar U este

ouU > oU > ouU -
(grad U)(A) = —(A)- i, +——(A)- jo+—(A)- Kk,
OX oy oz
Proprietatile de calcul ale gradientului rezulta direct din proprietatile derivatelor partiale.

BN

Definitia 11.1.1.8. Fie Fie DCR® o mulfime deschisa si N un camp vectorial de clasi C* pe D, de
-

componente Vs, Va, Va:D —R . Se numeste divergenta cdmpului vectorial V' campul scalar

divV :D-R ,divV = 0 1.|.a 2+6 3
ox oy oz




N
Se numeste rotorul campului vectorial V' campul vectorial

otV = (%_%j.ﬁ[%_%jj{avz —lej-ﬁ

oy oz oz oX ox oy
Aceasta egalitate poate fi retinuta usor folosind scrierea formala
> 77
i ]k
> |0 0 0
otV =|— — —
ox oy oz
V, V, V,

(“dezvoltand” acest determinant simbolic dupd prima linie)

Observatia 11.1.1.1. Existd o posibilitate de uniformizare a proprietatilor de calcul ale gradientului,
divergentei si rotorului, pentru cdmpul de clasa C*, cu ajutorul unui operator simbolic:
o > 0 7 0 7
V=—-i+— - j+—-k
OX oy 0z
numit operatorul lui Hamilton sau operatorul V (nabla).
Cele trei operatii de baza din calculul vectorial (inmultirea cu scalari, produsul scalar, produsul
vectorial) aplicate “vectorului” V' vor conduce la cei trei operatori diferentiali definiti anterior.

0
Astfel, convenind sa definim “produsul” lui a—(respectiv, a—, a— ) cu un camp scalar ¢ ca fiind
X y

6—(0 (respectiv, 6_(0 : 8—(0) obtinem:
OX oy oz

- dacd U este un camp scalar de clasd C*, inmultirea dintre “vectorul” V si campul scalar U conduce la
o > oUu =~ ou »
VU= — . -i+—- j+— -k =gradU
OX oy 0z
N
- daci V este un cAmp vectorial de clasi C* de componente V3, V., V3 produsul scalar dintre “vectorul”

N
V si campul vectorial V conduce la:

ooV, Y, | o, -

V-V = =divV
OX oy oz
5
- produsul vectorial dintre “vectorul” V si campul vectorial V' conduce la
> 2
i ]k
> |0 0 0 v
VxV=— — —|=rotV
ox oy oz
Vl VZ V3

Observatia 11.1.1.2. Cand un cdmp descrie un fenomen care are anumite simetrii, atunci este mai comod a
se lucra in alte coordonate decét cele carteziene, deoarece gradientul, divergenta, rotorul au expresii mai
simple.

De exemplu, daci U este de forma U(X, y, z) = f(x* + y?) atunci acest cAmp se numeste CAmMp cu
simetrie axiald, suprafetele de nivel constant sunt, in acest caz suprafete cilindrice, iar studiul unui
asemenea camp se face ugor utilizand coordonatele cilindrice.



Analog, daca U(x, y, z) = f(x* + y? + 7°) atunci U este cAmp cu simetrie sferici, suprafetele de
nivel constant sunt sfere concentrice, avand centrul in origine, iar pentru studiul unui asemenea camp sunt
indicate coordonatele sferice.

Fie D—R® o multime deschisa si 7:D — R* o schimbare de coordonate de componente fi, f,, f; si
fie D" = T(D).

Punctul curent din D" are coordonatele carteziene x, y, z si coordonatele curbilinii u, v, w astfel

Tncat
x=f,(u,v,w)
y=f,(u,v,w)
z=f,(u,v,w)
Vectorul de pozitie al punctului curent din D este
- - - -
r=fiu,v,w) i +fu,v,w) J +fu,v,w) Kk
- - - - - -
Notam cu €,, €,, €, versorii vectorilor r,, I, , I, sicu R, R, Ry normele acelorasi vectori

(parametrii lui Lamé):
- - -
or F _or F _or
“ou Y v Y ow

N
r

- - -
Re=r L Rv=1Ir, [l Rw =111, |l

- - -
LT e
u R’V R’W R

u \ w

Dacid U:D"—R este un cAmp de scalari exprimat in coordonate carteziene. Acest cAmp poate fi

exprimat si in coordonate curbilinii considerand functia
U =UeT.
- -

N
Teorema 11.1.1.1. a) Daci {€, , €, , €, } este un reper ortogonal, atunci gradientul se exprima astfel:
ou” - 1 ou” - 1 oUu -
. + . e+ . .e
" , OV R, ow

b) Pentru cdmpul vectorial exprimat in coordonate carteziene prin
-

\7 XY, 2)=Vitx, v, 2)° | +Vox, y, 2)- _j) + Vi, y, 2)° E

si in coordonate curbilinii prin
- - -

N
VU v, w) =V v, w) e, + Vo UV, W) e, + Vs (U, v, W) e,

rotorul si divergenta se exprima astfel:

R,e, Re R,e,

rotV' = 1 ﬂ 2 i
R,RR, | cu X oV X GW*

RV, RV, RV,

e 1 0 * 0 . 0 *
Y [G—(RV RV + RRVS)+ - (RRYS )}

" R.RR, | au



*

1 ouU

Observatia 11.1.1.3. Punand in aceasta ultima formula Vl* = —"—,

ou

u
. 1 oU” . 1 u” . .
V, = R—W 3 = R_— care sunt componentele vectorului grad U deducem formula de

\ w
calcul a laplacianului in coordonate curbilinii ortogonale:

R,R N
Af = div(grad U") = ! i( Ry U J+

RRR, |oul R, au
+£ mﬁ* +i RURV.E
ol R v ) awl R, ow

11.1.2. Integrala curbilinie de al doilea tip

Fie y : [a, b] — R® un drum. Atunci cAnd parametrul t creste de la a la b, punctul y(t) parcurge
imaginea drumului y intr-un sens pe care-1 numim sens direct sau pozitiv. Cand t descreste de lab la a,
punctul y(t) parcurge imaginea drumului y in sens invers.

Se numeste drum orientat un drum pentru care s-a stabilit un sens de parcurgere a drumului.

Cum doud drumuri echivalente au aceeasi orientare, se poate vorbi despre orientarea unei curbe.

O curba pentru care se precizeaza sensul de parcurgere a unui drum care ii apartine, se numeste
curba orientata.

Definitia 11.1.2.1. Fiey : [a, b] — R un drum neted si orientat, definit prin x = f(t), y = g(t), z=h(t),
te[a, b]si(y)< R®imaginea sa.
-
Fie V. un cdmp vectorial de componente Vi, Vo, V3 : () » R Fied=(a=ty <ty <...<t,=h) o
diviziune a intervalului [a, b] si
0= (04, ..., 6,) un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii d.
Consideram suma:

7,00 =3 (Ve Jo) 11y |- IGO0 1)+
VLGN - 06 V(O - )

N

Campul vectorial V' se numeste integrabil in raport cu coordonatele pe drumul y daci existi
| € R astfel incat pentru orice € > 0 existd & > 0 cu proprietatea ca pentru orice diviziune d cu ||d|| < & si
orice sistem 6 de puncte intermediare, sd avem:

o,(AO)-l|<e
\Y

Numarul I se numeste integrala curbilinie Tn raport cu coordonatele sau integrala curbilinie de al
-
doilea tip a cAmpului vectorial V pe drumul vy .
-

— -
Se noteaza [ = IV dr (unde I este vectorul de pozitie
Y
- - - -
I =x1 +y J +z K al punctului curent pe (y)) sau

I = Ivl(x, Y, 2)dx +V, (X, y,z)dy +V, (X, y, z)dz
14



5
Observatia 11.1.2.1. Se poate demonstra ci daci V este integrabil Tn raport cu coordonatele pe un drum
v, atunci el este integrabil pe orice alt drum din clasa de echivalenta a lui y si valoarea integralei e aceeasi.
Aceasta justifica folosirea denumirii de integrald curbilinie.

Teorema 11.1.2.1. Fie v : [a, b] — R® un drum neted si orientat definit prin x = f(t), y = g(t), z = h(t) si

- -
(yyc R®imaginea sa. Fie V' un camp vectorial de componente continue V3, V5, Vs : (y) — R . Atunci V
este integrabil in raport cu coordonatele pe y si are loc egalitatea:

VAT = [Mom) 0 +V,00)- 90 +V,(0) -kt

Teorema 11.1.2.2. (Proprietatile integralei curbilinii de al doilea tip)
- -
a)Daca V, si V, sunt douda campuri vectoriale integrabile in raport cu coordonatele pe drumul neted si
orientat vy, atunci pentru orice a, 3 € R are loc egalitatea:
- - - - > - -
[lavi+pv, [dr =afvidr +p[v,dr
¥ ¥ ¥
- -
b) Daci V este un cAmp vectorial integrabil in raport cu coordonatele pe y1, v», atunci V este integrabil in
raport cu coordonatele pe y1 (U V2 si
> o > o > o
IVdr=IVdr+IVdr
n\re 7 72
- -

c¢) Daca V este un cAmp vectorial integrabil in raport cu coordonatele pe drumul neted vy, atunci V este
integrabil si pe opusul v al lui vy si

[Vdr=-[vdr
I [

BN

Teorema 11.1.2.3. Fiey : [a, b] — R?, y(t) = (f(t), g(t)) un drum orientat si V un camp vectorial de
-

componente Vi, V, : (y) — R continue. Atunci V este integrabil in raport cu coordonatele pe y si are loc

egalitatea:

[Va(x, y)ax+V, (x, )y = [V (F (). 9(0) - F'(0) + V; (F(D), 9(1)) - 0'(t)

Observatia 11.1.2.2. a) Pentru a pune in evidenta faptul ca o integrald curbilinie este calculatd pe o curba
simpla, Inchisd, parcursa in sens pozitiv (lasand in stinga domeniul marginit de ea) se foloseste notatia

§Va 0 y)dx+V, (x, y)dy

BN
b) Lucrul mecanic efectuat de un cimp de forte V care actioneazi asupra unui punct material deplasindu-
1 pe imaginea drumului y este

L:IVd?.
V4



11.1.3. Independenta de drum a integralelor curbilinii de al doilea tip. Caracterizarea cAmpurilor de
gradienti.

5

Definitia 11.1.3.1. Un camp vectorial V de clasa C' se numeste cdmp potential sau cAmp de gradineti pe
-

multimea D daci existd un cAmp scalar U : D— R astfel incat V = grad U, adica

V(xy.2)= %_Li(x,y, 2 + %U(x,y, 2] +86—L2J(x, v. 2k

pentru orice (X, Y, z) €A.
N
Campul U se numeste potentialul scalar al cdmpului vectorial V .

Observatia 11.1.3.1. Un cdmp de gradienti are o infinitate de potentiale scalare, care diferd intre ele printr-
un camp constant.

5
Teorema 11.1.3.1. Fie V un cAmp de gradienti pe multimea D C R3si

U:DcC R?>-> R un potential scalar al sdu. Fie y : [a, b] —D un drum neted si orientat. Atunci:
- >
[Vdr =un) - vae)
7
(formula Leibnitz-Newton pentru integrala curbilinie a cAmpurilor de gradienti)

5
Teorema 11.1.3.2. Fie DC R’ o multime deschisd si conexd si V' un camp vectorial de clasid C' pe D.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

5
a) V este cAmp de gradienti in D;
b) pentru orice vy : [a, b] —D drum neted, orientat si inchis

- -
(adicd y(a) = (b)), are loc relatia IV dr =0;
¥
¢) oricare ar fi doud drumuri netede si orientate y; : [a, b] —D,
Y2 : [a, b] =D cu yi(a1) = v2(82) si v1(01) = y2(by), avem:
- o - >
IV dr = _[V dr
71 72

> o
Observatia 11.1.3.2. Un drum neted, orientat si inchis se numeste contur, iar IV d r se mai numeste

Y
5
circulatia campului vectorial I pe conturul y.
Teorema anterioara se poate enunta si astfel:

5
Daci D R? este o multime deschisa si conexd si V este un camp vectorial de clasa ct pe D, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

N
a) V este cAmp de gradienti in D;

-
b) circulatia lui V' pe orice contur din D este nul;



N

5
c) IV d r este independenti de y, depinzand numai de capetele drumului, in D.

4

Teorema 11.1.3.3. Fie D R este o multime deschisa si conexa
- - - -
VXY 2)=Vixy,2) | +VaoX,¥,2) ] +VaX, ¥,2) K, (X,y,2) €D un cAmp de gradienti in D si (xo,
Yo, Zo) € D fixat.
Atunci U : D — R definit prin

X y z
U(x, v, 2) = jvl(t,xo,yo)du jvz(x,t,zo)dt+jvl(x.y,t)dt
Xo Yo 2y

N
este un potential scalar al lui V .

5
Observatia 11.1.3.3. Alegand alt punct (Xo, Yo, Zo) se obtine un alt potential scalar al lui V , care difera de
primul printr-un cAmp constant.

- -
Definitia 11.1.3.2. Un cAmp vectorial de clasi C* se numeste irotafional sau conservativ dacarotV = O.

- -
Observata 11.1.3.4. a) Dacd Vi, V, , V3 sunt componentele lui V , atunci V este conservativ daci si
numai dacd au loc egalitatile

oV, oV, oV, oV, oV, oV,

&y ox oz oy ox oz
-
b) Daca U este camp scalar de clasa C?, atunci rot (grad U) = O, prin urmare, orice camp de gradieni
este camp conservativ, dar reciproca nu este in general adevarata. Spre exemplu:
y 2 X 2 ) ..oV, oV,
> 1+ — > 1, (%, y) €RY(0, 0)} este conservativ (adica —= = —=) dar
X~ +Yy X“+y oy  OXx

V(le)z'

5
nu este cAmp de gradienti (pentru ca circulatia lui V pe cercul x* + y* = 1 este 2n)

5
Teorema 11.1.3.4. FieDc RrR%o multime deschisd, stelatd, iar V un cAmp vectorial de clasi ct pe D.

-
Atunci, V' este cAmp de gradienti daca si numai daci este cAmp conservativ.

Sa reamintim cd D R® este o multime stelatd daca existd
(Xo0,Yo, Zo) € S astfel incét oricare ar fi (X, y, z) € A, segmentul de extremitati (Xo,Yo, Zo) §i (X, y, ) (adica
imaginea curbei y : [0, 1] — R®
v(t) = ((1 - )Xo + tX, (1 - t)yo +ty, (1 - t)zo + tz)) este continut in D.

Deoarece orice mulfime stelata este conexa, deducem::

5
Teorema 11.1.3.5. Daci D R® este o multime deschisa si stelatd, iar V este un camp vectorial de clasd
C!in D, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
-
a) V este un cAmp de gradienti in D;
-

b) circulatia lui V' pe orice contur din D este nuli;

- -
c) integrala IV d r este independenti de y pe D;
7



d) V este un cAmp conservativ pe D;
e) sunt adevarate (in D) egalitatile:
N, N, N, &, &V, oV,

&y ox or oy ox oz
Observatia 11.1.3.5. In multe lucrari de specialitate, notiunea de multime deschisi si stelata este inlocuita
cu cea similard de domeniu simplu conex, a cirei definitie (in R®) necesitd cunsostinte de teoria
suprafetelor. De aceea a fost preferata notiunea folosita in teoremele anterioare.
Folosirea notiunilor de “camp de gradienti” si “cdmp conservativ’ in locul notiunii de *
diferentiala totala exactd ” este justificata prin aplicatiile directe ale teoriei cdmpurilor.

Observatia 11.1.3.6. Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a II-a este importantd pentru a
-
observa in ce conditii lucrul mechanic efectuat de campul de forte F (X, y, z) pentru a deplasa un punct
material din
M(Xo, Yo, Zo) TN N(X4, Y1, Z1) nu depinde de drumul parcurs, ci doar de extremitatile sale.
Cele mai importante campuri de forte pentru care lucrul mecanic este independent de drum sunt:

- -
e Fortade greutate F =-mgK ;

- k -
e Forta de atractie newtoniani F = - — T
r
- -
e Fortaelastica F =-K* r ;

- - -

N -
@ici I =xi +yj +zK sir=[[r[|= x> +y*+2%)



11. INTEGRALA CURBILINIE TN RAPORT CU COORDONATELE. CAMPURI DE
GRADIENTI

11.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 11.2.1. Fie cAmpul scalar U(x, y, z) = x> + y* + 2.
a) Sa se determine (grad U)(1, 1, 1)
; _ou o : .
b) Sa se determine — (1, 1, 1), unde Vv este versorul gradientului in punctul (1, 1, 1)

ov

- - -

Solutie. a) (grad U)(1, 1, 1) = aa—Li(l, 1,10, + 2—3(1, L) j, + %—LZJ(L 1,1) -k, unde A= (1,

- - - - - -

1,1yiar {i,, j,, K, }estereperul natural in ToR® Rezulta (grad U)(1,1,1)=2(i, + j, + Jja)-
b) 8—8(1.1,1)=3 "(gradU)(1,1,1)= (gradV)(LLY) -(gradU )(1,1,1) = [|(grad U)(1, 1, 1)|| = ~12
I I (gradU)(@.L) |

Exercitiul 11.2.2. Sa se determine divergenta si rotorul campului vectorial

- - - -

V =xyz i +xy’z ] +xy7 - k
Solutie. Notand Vy(x, y, ) = Xyz, Va(X, VY, Z) = Xy°z, Vs(X, Y, z) = Xyz® rezulta:

oy v, &V, oV,
(divV )Xy, 2)= + + = 6Xyz
OX oy 0z
ik
(rot\7)(x, y,z) = i 2 2 =
ox oy oz
vV, V, V,

= (x> - xy?) - T + (X2 —y7d) ] + (22— x%) - E

- ? - -
Exercitiul 11.2.3. Si se demonstreze ca V| = —5 unde I este vectorul de pozitie sir = || I' || #0, este un
r
camp vectorial solenoidal.
- - - -

Solutie. Deoarece I' =x | +y- | +z K rezulta

- X re y - z -

32 32 7 K

= ++
(x> +y?+12°) (X2 +y? +12%) (X* +y?+12%)

- -
Calcule directe arata ci (div V )(x, y, z) = 0, deci V este solenoidal pe R*{(0, 0, 0)}.

Exercitiul 11.2.4. Sa se demonstreze ca
- - - -
V =yz@x+y+2) | +2x(x+2y+2) | +xy(x +y+22) K
este un camp vectorial irotational.
Solutie. Fie Vi(X, Y, ) = yz(2x + y+ 2), Vao(X, ¥, 2) = 2x(X + 2y + 2) si
Va(X, Y, 2) = Xxy(x +y+ 2z).



oV, oV,
Deoarece E Xy, 2)= —=(XV,2) =x(x + 2y + 22)

0z
oV, oV,
T (X, Y, Z) = (Xv Y, Z) = y(2X +y+ 22)
0z OX
oV

2 aVl
—= X VY,2)=—XVY,2)=2(2x + 2y +2)
OX oy

- >
rezulticarotV = 0 in r®

Exercitiul 11.2.5. Sa se calculeze I= I XdX + e*dy, unde y este definiti de ecuatiile parametrice x = In( 1+

/4

t),y=+1+t,te[0,1].

1
Solutie. | = dex +e'dy = I{In(l+t)-i+e'”‘l“) -#}dt =
> 5 1+t

241+t
Cfn@+t) Vst 1, 1 7
_ﬂ ot }dt-[zln (1+t)+3,/(1+t) L_

“Llanoy clogo
= (n2) +3(2J§ 1).

Exercitiul 11.2.6. Sa se calculeze 1 = Iydx—xdy+(x2 —l—y2 +22)dZ, unde y este datd de

4
reprezentarea parametrica x = - tcost + sin t
y=tsint+cost,z=t+1,te][0, x].

Solutie. | = J.ydx—xdy+ (X? +y?+2%)dz =

4

1

=I[(tsint + cost)(tsint) — (—tcost +sint)(tcost) +
0

+ [(~tcost+sint)® + (tsint +cost)® + (t +1)*]dt =

= I(Btz+2t+2)dt:z3+n2+2ﬁ.
0

Exercitiul 11.2.7. Si se calculeze I(y +1)dx + xdy , unde (y) este portiunea din parabola y = x* — 1
7

cuprinsa intre punctele A(1, 0) si B(-1, 0), avand originea in A.

Solutie. Curba este data prin ecuatia sa explicita.



v

N | ¥
R

Punctul A(1, 0) corespunde valorii t =1 si punctual B(-1, 0) corespunde valorii t = -1.
Integrala va fi:

Ecuatiile parametrice se deduc imediat:

31

I-J.[(t —1+1) +t? 2t]dt——_[(2t3+t )dt——2§

0

Exercitiul 11.2.8. Sa se calculeze

§(y—23dx+(x—zﬁW+{2x—yﬂt
7
unde vy este dat de ecuatiile implicite X* + y* + 22 = 1, X — y + z = 0 si are originea si capatul in

T

Solutie.

v

Ecuatiile parametrice ale cercului aflat la intersectia sferei
x2+y? + 72 =1 cu planul X — y + z = 0 se obtin rezolvand sistemul:

{x2+y2+22:1

X-y+z=0
X+z=Yy X+z=Yy
= 2 _ 1o
ix+nz—2ﬂ:4—y2 xz:zy2 !

y+4/2-3y? . y-~2-3y* 3y?

X=— -
2 2 {\f\f}
= sau
,_ Y- 2-3y? ,_Yry2-3y" 2— 3y

a 2 2

care reprezintd ecuatia celor doud semicercuri ce formeaza cercul y.



2 .
Pentru calculul integralei curbilinii este utild notatia y = \/; sint

t€ [0, 2x]. Ecuatiile parametrice ale lui y devin:

X :icost+isint

V2 J6

y—isint
J6
Z= isint —icost,t €[0,27]

V6 V2

Integrala curbilinie este:
27|
2 . 2 . 2 1 . 1
I = —SInt ——sint +—cost |-| ——=sInt + —cost |+
!K\/E J6 J2 N V2 J6 J

+ [icost +isint —isint +icostj-[icostj+

V2 J6 J6 V2 V6

(icost +£sint—isintj-(icost +isintj dt = ﬂ
V2 J6 J6 J6 V2 3

Exercitiul 11.2.9. In fiecare punct al unui plan, un punct material este actionat de forta F ale cirei
proiectii pe axele de coordonate sunt

5
Fi(X, y) = Xy, Fa(x, y) = x + y. Si se determine lucrul mecanic efectuat de forta F , cand punctul material
se deplaseaza din origine in A(1, 1) pe parabola y = x°.

X=t
Solutie. Ecuatiile parametrice ale lui y sunt: -
y=t
y A
A
0 =x

Pentru O(0, 0) obtinem t = 0, iar pentru A(1, 1) obtinem t= 1.

L= Il_fd? = J.Fl(x,y)dx+ F,(x,y)dy = IXde+(x+y)dy _
14 4

4
1

I 3., 2
= j[t-t2 A (t+17) - 2t]dt =(—t4 +—t3j
) 4 3

0

5
Exercitiul 11.2.10. Fie F o forti variabild avand mirimea invers proportionali cu distanta de la punctul ei
de aplicatie la axa Oz, dirijatd dupa perpendiculara pe aceastd axa si indreptatd spre ea. Sa se determine
lucrul mecanic efectuat prin deplasarea unui punct material sub actiunea acestei forte pe cercul x = cos t, y
=1, z=sin t din punctul (1, 1, 0) in punctul (0, 1, 1) in sens direct fata de directia pozitiva a axei Oy.



B(0,1,1)

M(cost,1,sint)

>y

Din datele problemei rezulta:

= k > =
F (val Z): —(_Xl_y.l)
VX2 +y?

Curba pe care se deplaseaza punctul are ecuatiile parametrice:

X = cost
y=1

Z=sint,te {O,E}
2

[(—cost)sint +1-0dt =

Lucrul mecanic este:

L=IEd?:
7

k
! vJeos?t+1
12
= kvl+cos’t| =k(@—+2).

0



Exercitiul 11.3.12. Sa se demonstreze ca

V (y)= @y + D 1 00 2xy) - |

este un camp de gradienti in R? si si se determine un potential scalar pentru acest camp.

Solutie. R? este o multime deschisa si stelatd. Dacd Vi(x, y) = 2xy + y? si Va(X, y) = x* + 2xy, atunci

ov, oV, .
—= (X, y) = —=(X, y) = 2x + 2y, pentru orice (x, y) € R? deci V este camp de gradienti.

oy oy

Un potential scalar al sdu este:

X y
U(x, y) = j V, (t,0)dt + j V, (x,t)dt =
0 0
X y y
= det+I(x2+2xt)dt:(x2t+xt2)‘ = X2y + xy?
0 0 0

Exercitiul 11.3.13. Sa se demonstreze ci

- - - -
Vxy2)=yzi+@xyz+1): ] +x/k
este un camp de gradienti in R si s se determine un potential scalar al sau.
Solutie. Cu notatiile obisnuite obtinem:
Vi(X, Y, 2) = Y°Z, Vao(X, Y, 2) = 2xyz + 1, V3(X, Y, Z) = Xy%.
Deoarece R® este multime deschisi si stelata si
N, N, oV, v,

=2vyz; =y = =2
oy  oOx 4 oz OX Y 0z oy o

N
rezulti cd V e cAmp de gradienti.
Un potential scalar al sau este :

X y z
UK.y, 2) = [V, (0,0)dt + [V, (x,t,0)dt + [V, (x, y, t)dt =
0 0 0
X y z
= IOdt+.[1dt+Ixy2dt =y+xy’z
0 0 0

Exercitiul 11.3.14. Se considera campul vectorial
2x 2 2 2 -
i+ y . ] +2zk.

V(X y,2)= '
(x.y,2) X2+ y? X2+ Y’

N
Si se demonstreze ci V este conservativ pe mulfimea deschisi

D={(xy 2),x"+y #0}

>
si si se calculeze circulatia lui V' pe cercul y: x> +y* =1, z= 1 parcurs o dati pozitiv in raport cu semiaxa
Oz.

Solutie. Avem:

2X 2y
Vix,y,2)= ——— VaX ¥, 2) = —5——  Va(x ¥, 2) =2z
X“+y X“+y



Axy
Deoarece E(X y,2) = 2 (X y,2) = m;

1( yz)— 3(xy,z) 0,

aVZ( y,z)—a;(x y,2) =0,

BN
V (x,y,z)eR®cux?+y?>0rezultica V este cimp conservativ pe domeniul siu de definitie, multimea

D={(xy,2), X' +y* #0}.
z
A

| ==—z-1

| y

—>x’+y=1

X

Cercul v este intersectia suprafetei cilindrice de ecuatie x* + y* = 1 cu planul de ecuatie z = 1.
Ecuatiile sale parametrice sunt:

X = cost
y =sint
z=1te[0,2x]
2 2x 2y
Circulatia lui V peyeste§ 5 5 dx + dy+22dz =
S X4y X% +y?

2z 2z
J'[2cost(—sint) +2sintcost+2-1-0]dt = jO-dt =0.
0

Sa observam ca teorema 11.1.3.5. nu poate fi aplicatd deoarece multimea A nu este o multime
stelata.

5
Exercitiul 11.3.15. Si se calculeze lucrul mechanic efectuat de forta de greutate G pentru a deplasa
punctul material de masa m din pozitia A(x1,Y1,21) in pozitia B(x2,Y2,22).
- -
Solutie. G (X, y, z) = - mgK este un cAmp conservativ pe R®, care este multime deschisa si stelatd. Un
potential scalar al sau este
U(x, Y, z) =-mgz. Lucrul mecanic este:
(X2.Y2.23) N (X2.Y2.23)
L= f —-mgdz -G-d r =-mgz| =mg(z, - z,)

(X1:¥1,21) (X1,¥1.21)

- -
Exercitiul 11.3.16. Si se determine lucrul mecanic realizat de forta elastica F = -k’ , pentru a deplasa
un punct material din A(Xy, y1, Z1) In

B(XZI YZ: ZZ)'



— - - -
Solutie. F (x,y, z) = -k i - Ky J - k’z K este un cAmp de gradienti pe R® si un potential scalar al siu

este:

y z 2
Ux, y, 2) = | —k>tdt +J.—k2tdt +I—k2tdt :-k?(x2+y2 +7).
0 0

N O x

(X2~YZ122)H 2

Atunci L = J- F-d?z ((Xl2 +y; +212)—(X22 +Y; "'222))'

™|

(X1, ¥1.2)



11. INTEGRALA CURBILINIE TN RAPORT CU COORDONATELE. CAMPURI DE
GRADIENTI

11.3. Exercitii propuse
Exercitiul 11.3.1. Sa se determine (grad U)(2, 1) unde
U y)= X2 +y° +4, (y)er’
1,.> =
R.=(21+))
3

3/2

Exercitiul 11.3.2. Sa se determine punctele in care norma gradientului campului U(x, y) = (x* + y?)¥? este

egala cu 2.

2
R VX 4 = =

Exercitiul 11.3.3. Daca ¢ si y sunt functii reale diferentiabile iar c este o functie constanta, aratafi ca:
a) grad(p +y) = grad ¢ + grad y
b) grad(c+¢)=grad ¢
C) grad(c- ¢) =cgrad ¢
d) grad(py) = grady +y-grad ¢
e) grad@") =n 9" gradp, neN’

Exercitiul 11.3.4. Sa se determine divergenta si rotorul urmdtoarelor campuri vectoriale:
-

a)\7(x,y,z)=x'T +y ]+ z-E

BV (.= 6D T @) ] 400+ K

c) \7 (x, v, 2) =grad(x* + y* + 7%

R.a)div\7 =3, rot\7 =6 b)div\7 =0,

rot\7 =2[(y—z)-T +(z-x) ] +(X-y) -E];c)div\7 =6, rot\7= 6

N
Exercitiul 11.3.5. Demostrati ca daca ¢ este un cdmp scalar, V un cdamp vectorial, ambele de clasa Cl,
atunci

- - -
divip '\ )=¢ divV +V -grad ¢

- -
Exercitiul 11.3.6. Demonstrati cd dacd N este un camp vectorial de clasi C', iar a este un camp
constant, atunci

g'[grad(\7~g)—rot(\7 xg)]:div\7.

N
Exercitiul 11.3.7. Demonstrati ca daca U este un camp scalar, V un camp vectorial, ambele de clasa CZ,
atunci:

N

a) rot(gradU)= 0



b) div(rot\7)=0
o°U oU oU

c) div(grad U) = + +

=AU

Exercitiul 11.3.8. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip, pe curba y parcursa in
sens direct.

dx . pa

a)I—;y:x=acost,y=asmt,te 0,—
2 2

X“+y 2

4

b) I(arcsin YA+ x%dy;y:x=-t y= V1-t?  te[1,1]
7

c) J.\/de+\/5dy+\/Wdz;y:x=t,y=t2,Z:t3,t€[O,l]
7

d) jz\/az — X2 dx + xzdy + (x* + y*)dz;
Y

, T
y:x=acost,y=asmt,z=bt,t€[O,E]

2
Ral)—l b) — nc) 61 d)—b(ﬂ -1)
a

Exercitiul 11.3.9. Calculati urmétoarele integrale curbilinii de al doilea tip.

a) J.(Xz —2xy)dx + (2xy + yz)dy, unde y este arcul de parabold y = x* ce uneste punctele A(1, 1) si
7
B(2, 4) parcurs in sens direct.

mja+ww—a—ww

— unde v este cercul x* + y* = a, parcurs in sensul invers acelor de ceasornic.
X"ty

2 2

X
c) Iyde + dey, unde v este arcul elipsei —- + Z—z =1 aflat deasupra axei Ox si parcurs in sensul
a
7
acelor de ceasornic.

IWWW xdy)

, unde y este bucla lemniscatei X2+ V)2 = a*(x* — V), pentru care x > 0, parcursa in

X"+ y
sens invers acelor de ceasornic.
121
R. ) 3—09 b) — 2w c) —abz;d)o

Exercitiul 11.3.10. Sa se calculeze J.nydX - dey pe urmatoarele curbe ce au extremitatea inifiala in

4

0O(0, 0) si cea finald in A(2, 1).

a) —lx
Y73

b) —\/g
7972



c) linia poligonald OBA cu B(2, 0)
d) linia poligonald OCA cu C(0, 1)

Ra)ﬂ'b)E'c)—4'd)4
&) 30 = ; :

Exercitiul 11.3.11. Sa se calculeze Inydx + dey in aceleasi ipoteze ca in exercitiul 11.4.20.

7
R. 4 1n toate cele patru cazuri.
Exercitiul 11.3.12. S3 se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip:

a) J.xydx + yzdy + zxdz , unde y este curba de ecuatie X2+ Yy + 272 = 2RX, z = X, y > 0 parcursi in sens

/4

direct,
x2 4 yz — a2
b)i = _[(y —2)dx + (z—x)dy + (X—y)dz, unde y este elipsa < x 7 ! , cu a, h >0, parcursa
— 4 — =
7
a h

n sens invers acelor de ceasornic daca se priveste din partea pozitiva a axei Oz.
C) J.yde + szy +x%dz, unde v este curba lui Viviani, definita de ecuatiile: x* +y? + 22 = a, X2 + y* =

7
ax, 8> 0, z> 0, curba parcursa in sensul acelor de ceasornic, privita din partea pozitiva a axei OX.

1 72
R.a)R3 E+ 16 ;

b) Ecuatiile parametrice sunt x =a cos t, y=b sin t, z=h(l — cos t),
te [0, 2x]. [=-2mb(a + h)

Y/
¢) Ecuatiile parametrice ale lui y sunt x =a sin0, y = a sinf cosb, z= a cos, 6 € [— E , —} = —ac

2 4

Exercitiul 11.3.13. Aratati cd urmadtoarele cdmpuri vectoriale sunt campuri de gradienti pe domeniul
maxim de definitie si calculati un potential scalar al lor.
-

a) \7 (x,y) = (2x + 3y) I +(3x —4y) _j>
BV () = 3¢ 2y + ) | - (¢~ 2xy+ 3y |

OV (y) =1+ xby) | +@L-x-yr ]

d) \7 XY, z):eX2+y2+Z2 [yz(1 + 2x?) T +xz(1+2y%) _; +xy(1 +27%) - E]
R.a) U(x, y) = X* + 3xy — 2% b) U(x, y) = X* — X%y + xy? - y%;
0 U(x, y) = (x + )& d) U(x, y, 2) = xyze* "

Exercitiul 11.3.14. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip pe o curba neteda,
orientatd, arbitrara, pentru care se precizeaza doar extremitatile:
(a,0)

a) Iyzexdx +2ye*dy

(0,0)

@1y 1 [x
b) I =.|=dx+=_[—dy, pe o curbi din primul cadran
2\ X 2\y

1.4)



(3,9,5)

c) J- x2dx + ﬁdy - Z\/EdZ , pe o curba cu imaginea aflatad in regiunea y > 0, z > 0.
(0,0,0)
(2,3,4)

d) jexyz (yzdx + xzdy + xydz)

(-1,01)

R.a)—b% b) 1;¢) 27-10~/5: d) e* 1



12. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE AL DOILEA TIP.
CAMPURI SOLENOIDALE.

12.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
12.1.1. Suprafete orientabile
Consideram o suprafata neteda si simpla, reprezentata de panza

S : D —R? injectiva, de clasa C*, cu imaginea (S). Pentru orice punct M & (S) exista si este unic un punct
(u, v) € D, astfel incat M = S(u, v). In punctul M existd doi versori normali la (S) si anume:

> o > o
fXT o TXT
> o 3 > o
r, Xr, r, Xr,

Definitia 12.1.1.1. Suprafata (S) se numeste orientabila (sau cu doud fete) daca functia care asociaza
fiecarui punct M € (S) unul din cei doi versori normali la (S) in punctul M este o functie continua. O
suprafata orientabild Impreuna cu o alegere a unuia din cei doi versori se numeste suprafata orientatd.

Exemplul 12.1.1.1. Orice suprafata neteda definita explicit de ecuatia

z = (X, ¥), (X, ¥) €D este orientabila: dacd alegem in fiecare punct al siu sensul normalei, astfel Tncét
aceasta sa faca un unghi ascutit cu sensul pozitiv al axei Oz, spunem ca suprafata este orientatd pozitiv sau
ca alegem fata superioard a suprafetei, in caz contrar, spunem ca suprafata este orientatd negativ sau ca
alegem fata inferioard.

Exemplul 12.1.1.2. Orice suprafata (S) neteda, simpla si inchisa este orientabila. In acest caz exista doud
domenii D;, D, incat Fr D,;=Fr D, = (S), D, U D, U(S)=R?, D, marginit, D, nemarginit. Daca in fiecare
punct al lui (S) alegem sensul normalei Tndreptat spre domeniul D,, obtinem fata exterioard ; daca in
fiecare punct al lui (S) alegem sensul normalei indreptat spre domeniul D4, obtinem fafa interioard.

Observatia 12.1.1.1. Daci S : D —»R® si S;: D —R3 sunt doua panze netede, simple, nesingulare
echivalente si daca T : D — D;, este difeomorfism, astfel incat S; e T = S, cu jacobianul strict pozitiv in
fiecare punct, atunci (S) si (S;) coincid si au aceeasi orientare (versorul normald este independent de
reprezentarea parametricd aleasa)

12.1.2. Integrala de suprafata de al doilea tip

Definitia 12.1.2.1. Consideram o suprafatd neteda si orientata, definitd parametric prin x = x(u, v), y = y(u,
V), Z=2z(u, v), (u, V) €D, unde D < R? este un domeniu compact mésurabil si fie (S) < R® imaginea sa. Fie

5

V' un cAmp vectorial de componente Vi, V,, V3 : (S) —R. Fie d={Dy, D, ..., Dy} o diviziune arbitrari a

domeniului D. Fie & un sistem arbitrar de “puncte intermediare” (u;, vi) €Dy, i=1, 2, ...,n, (X, Yi, Zi) € (S)

unde

(Si) = {(xX(u, v), ¥(u, v), z(u, v)), (u, v) € D;}. Fie T; domeniul corespunzator lui (S;) Tn planul tangent la (S)
-

in punctul (x; Vi, zj), i=1, 2, ..., n si N, , versorul normalei la suprafatd in acest punct. Cdmpului vectorial

N
V , diviziunii d si sistemului & le asociem suma:

a\7(d,§):Zn:(?(xi,yi,zi)-rTij-aria(Ti)

N

Campul vectorial V se numeste integrabil in raport cu coordonatele pe (S), daci existi J,€ R
incét pentru orice € > 0, exista n> 0 astfel Incat, oricare ar fi diviziunea d cu ||d|| <n si oricare ar fi sistemul
& de puncte intermediare, sd avem:



<¢&

o.(d,6)- 3,

Numarul J, se numeste integrala de suprafata de al doilea tip sau In raport cu coordonatele a
-
campului vectorial V si se noteaza

1= [[Vy(x,y, 2)dydz +V, (x, y, 2)dzcx +V; (x, y, 2)decly
S

5
Observatia 12.1.2.1. Daci V este caAmpul vectorial al vitezelor particulelor de fluid care trece printr-o

5
suprafatd, atunci numirul J, reprezinti fluxul cAmpului vectorial V' prin suprafata orientatd (S).

5
Teorema 12.1.2.1. Consideram o suprafatd netedd si orientata si (S) C R® imaginea sa. Daca V este un
camp vectorial avand componentele:

N
Vi, Vs, V3 : (S) —R, continue pe (S), atunci V este integrabil in raport cu coordonatele si are loc
egalitatea:

”Vl(x, y,z)dydz +V, (X, y, z)dzdx +V, (X, y, z)dxdy = H\7 H ds
S S

5
unde n este versorul orientat al normalei la (S) in punctul curent.

Observatia 12.1.2.2. a) Daca tinem seama de formula de calcul a integralei de suprafata de primul tip si de
faptul ca

- - -
_A-i+B-j+C-k

VA? +B? +C?
obtinem regula de calcul:

”Vl(x, y,z)dydz +V, (X, Yy, z)dzdx +V, (X, y, z)dxdy = =I (\7l A+ \72 B+ \73 . C)dudv
S D
unde \7I (u, v) = Vi(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), i =1, 2, 3.

Daci se considera cealalti orientare a suprafetei (S) in membrul drept apare semnul minus.
b) Daca folosim scrierea vectoriala, obginem:

>
n

”Vl(x, y, z)dydz +V, (X, y, z)dzdx +V, (X, y, z)dxdy :ﬂ\?HdS = J]V :” X r_V)
S S S

r,Xr,

s =

II uds - g(ia,ﬁjdudv _

S |r Xr

v,

oy 0O
:ﬂa % —dudv

%y

ov



¢)Daca suprafata este data explicit de ecuatia z = f(x, y), (x, y) € D, unde D < R? este un domeniu compact
masurabil, atunci versorul normalei corespunzator fetei superioare este:
of > of 2 »
——i——"j+Kk

OX oy

N
n= )

(o))

5
iar versorul normalei corespunzitor fetei inferioare este - N . In practica, fixarea orientirii se face in functie
de context.

d) Din teorema 12.1.2.1. rezultd ca integrala de suprafatd de al doilea tip, ca si cea de primul tip, este
independentda de parametrizarea lui (S), in sensul cd pentru doud panze echivalente, cu aceeasi orientare,
valoarea integralei este aceeasi si difera doar prin semn, daca se schimba orientarea.

12.1.3. Formule integrale

Formulele integrale stabilesc legaturi intre unele tipuri de integrale considerate anterior si pot fi
folosite pentru a facilita calculul acestora.
Definitia 12.1.3.1. O multime D CR? se numeste domeniu compact elementar daca satisface urmatoarele
conditii:
a) este domeniu compact;
b) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte, fira puncte interioare comune, simple in
raport cu axa Ox;
C) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte, fara puncte interioare comune, simple in
raport cu axa Qy;
d) frontiera sa, Fr D, este reuniunea unui numar finit de imagini de curbe plane, netede, nesingulare,
simple, Inchise si este orientata pozitiv, adica in sensul de deplasare al unui observator pe Fr D,
astfel incat s lase domeniul D in stanga.

Teorema 12.1.3.1. (Formula Green-Riemann)
Fie D < R? un domeniu compact elementar si

- - -
V (X, y) =Vi(x,y) | +Vu(x,y) ] uncamp vectorial de clasi C' pe o multime deschisa ce include pe D.

Atunci:
§\7d?:.|. %_% Xdy
ox oy

FrD D

oV oV - -
Observatia 12.1.3.1. Daci —2 = —= , atunci {V-d r =0.
0 oy

X FrD

Teorema 12.1.3.2. Daca D — R? este domeniu compact elementar, atunci :

aria(D) = 1 if xdy — ydx = I xdy = I— ydx
2 FrD FrD FrD
Formula Gauss-Ostrogradski este analogul tridimensional al formulei Green-Riemann si stabileste
o legaturd intre integrala de suprafata si integrala tripla.

Definitia 12.1.3.2. Panza p : [0, 1] x [0, 1] —R? se numeste inchisd daca p(u, 0) = p(u, 1) si p(0, v) = p(1,
v), oricare ar fi (u, v) €[0, 1] x [0, 1].

Péanza p : D—R?, cu DCR? domeniu compact, se numeste inchisa daca existd o bijectie continua §i cu
inversa continud ¢ : [0, 1]x [0, 1] —D, astfel incat panzap c ¢ : [0, 1] x [0, 1] —R3 i fie inchisa, in sensul
de mai sus.



Se numeste suprafata inchisa o suprafata reprezentata de o panza inchisa.

Definitia 12.1.3.3. O multime Q — R® este domeniu compact elementar daci:
a) este domeniu compact;
b) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte simple in raport cu axa Ox, fara puncte
interioare comune;
C) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte simple in raport cu axa Oy, fara puncte
interioare comune;
d) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte simple in raport cu axa Oz, fara puncte
interioare comune;
e) frontiera sa, Fr Q este reuniunea unui numar finit de imagini de suprafete inchise si orientate.
Exemple. Sunt elementare urmatoarele domenii:
o sfera: {(x,y, 2): X*+y* + 72 <1’}
e coroana sferica: {r’ < (x,y, z): x> + Y’ + 2 <1,’}
o cilindrul: {(x, y, z): X* +y* + 22 <1%, 0<z<h}

a? b’

O

2 2 2
e elipsoidul: {(X, Y,2): x_+y_+z_<1}

Observatia 12.1.3.1. Daca QR?® este un domeniu compact elementar, atunci se poate defini in mod
natural versorul normald exterioard in punctul curent din Fr Q.

Teorema 12.1.3.3. (Formula lui Gauss-Ostrogradski)
Fie Q — R® un domeniu compact elementar si
- - - -
V (X, y,2)=Vix, .20 | +Vo(x,y,2) ] +Vs(x,y,2) K uncamp vectorial de clasi C* pe o multime
- -
deschisa ce include pe Q. Atunci fluxul cAmpului vectorial V prin Fr Q, dupi normala exterioard N este
-
egal cu integrala divergentei lui V pe Q, adici:

”V (X,y,2)dydz+V, (X,y,z)dzdx + V,(X,y,z)dxdy =

fﬂ[ L (x,Y,2) +Ez(x, Y,2) +a—z~°’(x, Y, z)dedydz ,

Observatia 12.1.3.2. Formula Gauss-Ostrogradski

J](V njds = m' (dlvvjdxdydz

FrQ
se mai numeste si formula flux-divergenta, pentru ca permlte o interpretare fizica a divergentei unui camp
cu ajutorul fluxului printr-o suprafata inchisa.

Corolarul 12.1.3.1. Fie QcR? un domeniu compact elementar si U un camp scalar de clasi C' pe o
multime deschisa care 1l contine pe Q. Atunci:

.UJ. gradU )ﬁlede = J] n-Uds (formula integrala a gradientului)

FrQ

N
Corolarul 12.1.3.2. Fie QR® un domeniu compact elementar si V un cimp vectorial de clasi C' pe 0
multime deschisa care 1l confine pe Q. Atunci:

”]. I’OtVdXdde = J.J. ( nxV de (formula integrald a rotorului)

FrQ



-

Corolarul 12.1.3.3. Fie G < R® 0 multime deschisa si (xo, Yo, Zo) € G arbitrar. Fie V' : G —»R® un camp
vectorial de clasd C* pe G si U : G —R un camp scalar de clasi C* pe G.

Fie (Qn)ne v un sir de domenii compacte elementare incluse in G, astfel incat limd(Q,) =0si

n—oo

(Xo, Yo, Zo) € Q,, oricare ar fi ne N. Atunci:

oo T 1 - =
a) (dIV Vv )(Xo, Yo, Zo) = rl]LnJo volo J]. n-Vds

n FrQ,

- . 1 - -
b) (1ot V )(xa, o, 20) = lim e H nxV ds

n o FrQ,

] 1 -
©) (grad U)(%o, Yo 20) = lim 5 jj n-Uds

n FrQ,

Observatia 12.1.3.3. Formulele din corolarul 12.1.3.3. arata ca divergenta si rotorul unui cimp vectorial,
precum si gradientul unui cdmp scalar, care au fost definite initial folosind axele de coordonate, nu depind
de alegerea acestor axe, ci depind de cdmp si de punctul in care se calculeaza.

Definitia 12.1.3.4. Fie G —R? o multime deschisa, f : G—R o functie de clasd C* si S suprafata definita
explicit de ecuatia z = f(x, y), orientatd pozitiv.

Fie D — G domeniu compact elementar,
(S)={(x.y.2) €R*z=f(x,), (x,y) €D}si
(C)={(x.y,z) €rR®z=1(x,y), (X, y) €Fr D}, cu orientarea indusi de pe Fr D. Atunci (C) este imaginea
unei curbe orientate n R® si se numeste bordura orientatd alui (S).

Observatia 12.1.3.4. Orientarea curbei (C), indusd de orientarea de pe Fr D se numeste orientare
compatibila cu orientarea suprafetei (S).
Orientarea fixatd pe bordura (C), compatibila cu cea a suprafetei (S) poate fi reprezentatd intuitiv
- -
astfel: dacd & este vectorul tangent la curbd in punctul curent si N este vectorul normal la suprafatd in
- -

acelasi punct, atunci un observator care se deplaseaza pe (C) in sensul lui &, avand capul spre N, lasi in
stanga suprafata (S).

Definitia 12.1.3.5. Fie (S) R® imaginea unei suprafete date. Daca (S) este de clasa C?, orientatd, si se
poate descompune Thtr-un numar finit de portiuni de suprafata care pot fi reprezentate prin ecuatii explicite
in raport cu fiecare variabila, atunci (S) se numeste suprafatd elementard. In acest caz, bordura elementard
(C) a lui (S) este imaginea drumului inchis obtinut prin juxtapunerea drumurilor care au ca imagine arce de
curba incluse numai in una din bordurile portiunilor componente.

Teorema 12.1.3.4. (Formula lui Stokes)
N
Fie (S) —R® o suprafati elementara si (C) bordura sa orientati. Fie V un camp vectorial de clasa C* pe 0
-
multime deschisa din R® care contine pe (S). Atunci circulatia lui V pe (C) este egali cu fluxul rotorului

lui \7 prin (S), adica:
fv-dr = [[(rotv)-nds
c s



Observatia 12.1.3.5. Din formula lui Stokes rezultd ca fluxul rotorului unui cdmp vectorial prin doua
suprafete care au aceeasi bordura este acelasi.

12.1.4. Caracterizarea campurilor solenoidale

5
Definitia 12.1.4.1. Fie D R® o multime deschisi. Campul vectorial V , de clasd C* pe D, se numeste

- -
solenoidal (fard surse) in D, daci divV =01 D. V se numeste camp de rotori (cAmp de vartejuri, camp
- - -
rotational) in D, daci existd un cAmp vectorial W , de clasa C*n D, incat V. =rot W in D. Tn acest caz,
- >
W se numeste potentialul vector al campului V.

5
Observatia 12.1.4.1. Daca VV este un cdmp de rotori, atunci
- - - -
divV =div(rot W) =0, deci V este solenoidal. Din formula Gauss-Ostrogradski rezulti ca, daci V este
-

solenoidal in D, atunci fluxul lui V' prin frontiera inchisa a oricirui domeniu compact elementar inclus in
D este nul, justificAnd denumirea de “campuri fara surse” pentru campurile solenoidale.

In teorema urmitoare se di o caracterizare completd a cAmpurilor solenoidale.

N
Teorema 12.1.4.1. Fie D = R® o multime deschisi si V un camp vectorial de clasia C* in D. Urmdtoarele

afirmatii sunt echivalente:
-
(@) V este camp solenoidal in D
- -
(b) V este, local, un camp de rotori (adicd, pentru orice a € D, existd r > 0 si un cAmp vectorial W , de

- -
clasa C?in sfera S(a, r) =D, incat V =rotW 1in S(a, r))

N
(c) fluxul lui V' prin frontiera inchisi a oricirui domeniu compact elementar inclus in D este nul.

- -
Observatia 12.1.4.2. Pentru a determina un potential vector W , al cdmpului V se procedeazi astfel: se

considera W de forma;
- 2 =
W (x,y, 2)=Wi(x,y,2) | +Wa(x,y,2) ], (XY 2) €S(a, r)a=(Xo,Yo, Zo)

Din conditia rot VT/ = \7 se obtine:
oW, v, oW, _ v, oW, oW,
oz oz ox oy

:V3

N
unde V3, V2, V3 sunt componentele lui V .
Din primele doua egalitati rezultd ca, pentru orice (x, y, z) € S(a, r) avem:

Wik, ¥, 2)= [V, (x, Y.t + 9, (x,Y)

Zy

Waix,y,2) = [V (%, Y, 0)dt + 0, (x, )

unde @y, @; sunt functii de clasa C?.



5
Tinind seama ci div V = 0, ultima egalitate devine:
0 0
¢2 - ¢1 :VS(X1 y, ZO)
oXx oy
Este evident ca existda functii ¢;, @,, satisficand aceastd egalitate. Cunoasterea unui potential
vector, particular este suficientd pentru gasirea oricarui alt potential vector, daca multimea D este deschisa
- -
si stelatd. In cest caz doua cAmpuri vectoriale W, i W, cu proprietatea ca

N

- - -
roo W, =V sirot W, =V diferd printr-un cAmp de gradienti.

N
Observatia 12.1.4.3. In conditiile formulei lui Stokes, fluxul unui cdmp solenoidal V poate fi exprimat
- -
prin circulatia unui potential vector W al lui V' si anume:
- - - - - -

HV- nds = H(rotW)~ndS =_[W~d r
s s c
unde (C) este bordura orientata a lui (S).



12. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE AL DOILEA TIP.
CAMPURI SOLENOIDALE.
12.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 12.2.1. Si se calculeze ﬂ xdydz + ydzdx + zdxdy , (S) fiind fata exterioard a sferei x* + y* + 22 = 4.
S

Solutie. Avem: x=2sin 0 cos ¢, y=2sin0sin@,z=2cos0,0€[0,n], p€][0,2n], A=4 sin? O cos 0,B=4 sin” 0
sin @, C = 4sinBcosb.
Notand D = [0, nt] x [0, 27] si aplicand formula din observatia 12.1.2.2. obtinem:

” xdydz + ydzdx + zdxdy = ﬂ (2sin@cos - 4sin” Hcos ¢ +

S D

+2sin@sin - 4sin® @sin g+ 2cos 6 - 4sin @ cos A)d& o =

=8 ” (sin® @cos? g +sin® Osin® p+sinHcos® O)d Ay =
D

=8 If(sin30+sin9cosze)daj¢ :ijsinédédgo =
D D
=820 [sin@lO =8 21 2=32n
0

Exercitiul 12.2.2. Sa se calculeze

” xzdydz + yzdzdx + (x* + y?)dxdy
S

pe fata superioara a suprafetei (S) definita prin z = x* + y*, X* + y*< 1.
Solutie. Tinand seama de observatia 12.1.2.2. ¢) rezulta ca

_ —2x-T—2y-T+E

J1+4x% +4y°®

Cu formula din teorema 12.1.2.1. reducem problema la calculul unei integrale de suprafata de primul tip:

I = ﬂ xzdydz + yzdzdx + (x? + y?)dxdy =
S

>
n

[-2x°z—2y°z + (x* + y*)|dS

1
‘g V1+4x2 +4y?
Notand D = {(x, y): X* + y*< 1} obtinem integrala:
1= 127 —2y?)(x* + y?) + (¢ + y?)Idxdy =
D

= [J (¢ +y*)(1-2x* —2y*)dxdy

Trecand la coordonate polare, notand D” = [0, 1] x [0, 2x], obtinem

| = ﬂ r2(1-2r?)rdrdt = ﬂ(r3 —2r%)drdt =
D" D"

1

1 r4 r6
=2n I(r3 —2r°)dr = 27{——2-—] =
5 4 6

0



Exercitiul 12.2.3. Calculati direct si folosind formula lui Green-Riemann f 2(X2 + yz)dx +(xX+ y)zdy, unde y

7
este triunghiul cu varfurile A(1,1), B(2,2), C(1,3), parcurs o datd in sens pozitiv.
Solutie. y este reuniunea segmentelor AB, BC, CA, unde:

AB:y=x,x €]1, 2]

CB:y=4-x,x €[1, 2]

AC:x=1y €[1,3]

y A
C
3
N
2 D B
1
A
z X
1 2 -

Atunci {2(x2 +y2)dX + (X + y)2dy = jz(x2 +yh)dx + (x+ y)*dy +
) AB

+ .|.2(x2 +y3)dx+ (x+y)*dy + IZ(XZ +y3)dx+ (x+y)’dy =
.T[Z(xz +x3)+ (X + x)z]dx+Jl‘[2(x2 +(4=X)2) +(x+4—x)2 - (~1)jdx +

1 2 1
.[[2(1+ y?)-0+(1+y)* - 1dy = J.8x2dx+.|.(4x2 —16x +16)dx
3 1 2

1

1 2 3
+ I(yz+2y+1)dy=f(4x2+16x—16)dx+(y?+ y2+yj
3 1

2
4x° 16x° vy,
=|—+ 16X | +|—+Yy +
(5] 5o

3
Aplicand acum formula Green-Riemann obtinem:

§20¢* + y?*)dx+ (x+ y)*dy = ﬂ{%((x+ ¥)?) —%(2@2 + y2))}dxdy =

3
1

3

3

= j j [2(x + y) — 4y]dxdy = 2 j j (x — y)dxdy = 2}“@ - y)dy}dx

2 2 4—x
“A»3)

Exercitiul 12.2.4. Folosind integrala curbilinie de speta a Il-a, sa se calculeze aria figurii limitatd de curba de ecuatie
3/X2 +3/y2 _ 3/a2 ,

a>0.

Solutie.

2
dx =2 [(8x—2x’ —8)dx:—g
1

X



v

3
Xx=acos"t
Curba de ecuatie Ux? + 3 y2 =Y/a? (astroida) are ecuatiile parametrice { g te [0, 2x].
y=asin"t

Aria sa este A = 1 dey —ydx =
FrD

= %T[acosst-(3asin2 tcost)-asin® t- (-3acos? tsin t) it
0
27 2 2x

3 _[cosz tsint-(sint+cos’ t)dt = sa” _[sinz 2tdt
2 0 8 0

3a’r
8

2 2rm 2
= 31.[(1—0034t)dt:31-27z:
16 1 16

Exercitiul 12.2.5. Si se calculeze ” x3dydz + y3dzdx + x3dxdy pe fata exterioars a semisferei x* + y? + 22= R?, z
S
>0.
Solutie. Consideram Q = {(x, y, z), X* + y* + 2<R? z> 0}, care este un domeniu compact elementar.
Z A

v

S

Frontiera sa este reuniunea a doud suprafete avand imaginile:
) ={(x, v, 2), X +y +2*=R%, z>0}

(S1) ={(x. ¥, 0), X +y* <R’}
Aplicand formula Gauss-Ostrogradski, obtinem:

I I x3dydz + y3dzdx + x3dxdy + _U x*dydz + y*dzdx + x®dxdy =
S Sy

- m' 3(x* +y? +2°)dxdydz
Q

Dar H x*dydz + y*dzdx + x*dxdy =o0si .UJ. 3(x? + y? +z%)dxdydz =3 m p’-psin@pd@e =
s, Q

[O,R]x[O,%]x[O,Z;z]



V4
R =

5 2 5
-\ 62R
=3.2] . (~cos0) (¢>|(2J )z :
5, 5
0
5 5
Rezultd ci J] x3dydz + y3dzdx + x3dxdy = omR” 0= 6”;
S

- - -
Exercitiul 12.2.5. Si se calculeze folosind formula lui Stokes circulatia cAmpului V = (y-x) 1 +(z-X) | +(xX+Y)
5
kK pe elipsa (C) obtinuta prin intersectia cilindrului x*> + y* = 1 cu planul y + z = 1, parcursa in sens direct.
Solutie.

v

- - - -
Tnacestcazrot V. =-21 -2 j -2 K. Alegem drept suprafati ce are bordura orientati (C), portiunea din planul y + z

=1, limitata de cilindrul

X +y =1,
X=u

Ea are ecuatia Y =V ,unde D= {(u,v) U+ V* < 1}.
z=1-v,(u,v)eD

Din formula lui Stokes rezulta :

11 1
if (y—x)dx + (z—x)dy + (X —y)dz = ﬂ —2(dydz+dzdx +dxdy) =-2 ” 1 0 O0ldudv = -4aria(D) =
©) (D) ®lg 1

-4n
Exercitiul 12.2.6. Sa se demonstreze ca:
5

- - - 1 -
V(x,y,2)=xyz | +xyz | - EZZ(X+y)k
este solenoidal in R®,
1
Solutie. Punand Vi(x, y, 2)=xyz, VJ(X, ¥, z) = xyz, V3(X, Y, 2)=- E Z%(x +y) pentru orice (x, y, Z)€ R® avem

divV = N, - N, + N
ox oy oz

=yz+xy-z(x+y)=0

5
Prin urmare V este solenoidal in R®.

Exercitiul 12.2.7. Sa se demonstreze ca fluxul cAmpului vectorial:

- - - -
Vxy,z)=xyi +Xy | -z0¢+y)K, (xy,2) €r’

prin forntiera inchisd a oricarui domeniu compact elementar din R este nul

Solutie. Notand Vi(x, Y, z) = Xy?, Va(X, Y, z) = X%y, Va(X, Y, z) = - 2 + y), avem:



oV.

2 =y (¢ +y) =0
Z

= +

X oy @
pentru orice (X, y, z) € R®. Deci cAmpul V este solenoidal in R®. Din teorema 12.1.4.1. rezulta afirmatia.
Exercitiul 12.2.8. Sa se demonstreze ca:

- - - -
Vxy2)=xyi +xy j-z06¢+y) K, (x,y,2) €R’
-
este un camp de rotori in R® si si se determine un potential vector pentru V .

- -
Solutie. Campul V este solenoidal in R® (exercitiul 12.3.9). Din teorema 12.1.4.1. rezulta ca V este, local, un camp de

rotori in R®. Cautam un potential vector de o forma particulara:
5

- e :
W (X, Y, Z) = Wl(X9 Y, Z). I+ WZ(Xa Y, Z). J
- -
Egalitatearot W =V conduce la:

Wi,y 2)= [V, (Y Ddt+ (x,Y) = [ xPydt + o, (x,Y) =

=XY(z — 20) + ¢2(X, Y)
Walx,y,2)=- [V, (x, Y, dt+9,(x,Y) = = [ xy’dt + 0, (x,Y) =

= -XYA(Z - Z0) + 92X, Y)
unde (Xo, Yo, Zo) € R® este fixat, arbitrar, iar 01 $i @, Se aleg astfel ca:

0 0
D PV, (x,y.2,),
oXx oy
adica: % - % = -z(X* +Y’)
ox oy
3 3

Putem alege, de exemplu, ¢1(X, y) = zoy?, 0%, Y) = - ZOX?

3 2

Deci: Wa(x, Y, 2) = X’yz — Xyzo + Zoy? =X*yz - yzo(X* - y?)

x® x?
Wa(X, ¥, 2) = - Xy’Z + Xy’Zo *Zo? = - XY’z + Xzo(Y’ - ?)

- - - -
iar cAmpul vectorial W (X, y, z) = Wy(x, y, z2)* | + Wy(x,y, z) ] este un potential vector pentru V 1intr-o sfera cu
N N N
centrul n (Xo, Yo, Zo). Se verifici imediat ci egalitatea rot W =V este adevirati in intreg R®, deci W este un potential
- -
vector pentru V' n R®. Cum R® este multime deschisa si stelatd, rezultd cd orice alt potential vector pentru V este de

forma
-
W + grad U, unde U este un cdmp scalar de clasa C*in R®.

Exercitiul 12.2.9. Sa se determine fluxul cAmpului vectorial:

- - - -
Vxy=x i +xy | -20¢+y)k
prin fata exterioard a emisferei x° + y* + 22 =1,z > 0.
-
Solutie. Campul V este solenoidal in R*(vezi exercitiul 12.3.9.), iar



- - - -
W (x,y,2)=Xyz | -xy’z J este un potential vector pentru V (in exercitiul 12.3.10 am considerat zy = 0). Tinand
seama de observatia 12.1.4.3. fluxul cautat este:

-> > - -
[[v-nds=[w.dr
s c
2 yz _
unde (S) este emisfera x*> + y* + 2> = 1, z > 0, iar (C) este bordura sa orientatd, adica cercul { orientat
pozitiv. Ecuatiile parametrice ale cercului (C) fiind x =cos t,y=sint, z= 0, t € [0, 2x], rezulta:
- -
jW-d r= Ixzyzdx—xyzzdy =0,
c C
prin urmare fluxul cautat este nul.
Exercitiul 12.2.10. S se calculeze:
J] — dydz + dzdx + dxdy
s
unde (S) este fata inferioard a portiunii de paraboloid z=x”+ (y - 1)* cuprinsi in cilindrul x* + y* = 1.
- S > 2
Solutie. Este evidentci V (x,y,2z) =-1 + j +k este solenoidal in R® si c, de exemplu W (x,y,z) =z | + (X +2)

5
J este un potential vector al sdu. Notand cu (C) bordura orientata a suprafetei (S), aceasta este curba data de:

z=x*+(y-1>?
X +y®=1
parcursa in sens invers trigonometric, cand se priveste din origine i are reprezentarea parametrica:

X=cost,y=sint, z=cos’t + (sint - 1)% te [0, 2x]
Tinand seama de observatia 12.1.4.3. avem:

J]—dydz +dzdx + dxdy = Izdx+(x+ z)dy =
C

S

2z
j[—(z —2sint)sint + (2 + cost — 2sint) cost]dt =
0

2z
I(—Zsint +sin’t+1+2cost —sin 2t)dt =

0

dt+ 27 =

2z op
(2cost+25int+ + J‘ﬂ

E(t_sin ZtJ
2 2

cos ZtJ

0 0
2z

+2r=rw+27 =317
0




12. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE AL DOILEA TIP.
CAMPURI SOLENOIDALE.

12.3. Exercitii propuse

Exercitiul 12.3.1. Sa se calculeze:

a) ﬂ x?dydz+ y?dzdx + z?dxdy , (S) fiind fata exterioars a sferei
S)
(X-22+(y-1)*+(z-1)* = 4;
dydz dzdx dxdy x> y* 7?
" -” 2z

, (S) fiind fata interioari a elipsoidului ? +—+—=1;

4 4

()

c) ” (x> +y )zdxdy, (S) fiind fata superioard a portiunii de pe paraboloidul z = x? + y? situatd in interiorul
(S)

cilindrului x* + y? = 1;

d) ” yzdydz + xzdzdx + xydxdy , (S) fiind fata exterioard a tetraedrului determinat de planele x =0,y =0,z =0,
S

X+y+z=1.
R.a) 25677 b)- 124 9 257 9o,
3 9 84

Exercitiul 12.3.2. Sa se calculeze fluxul cdmpului de vectori:

- - - -
AV =(y-2)i +(2-X)j +(x-y)K prin fata exterioard inchisa a conului z= /X* + y? ,0<z<h;

- - - -
b)V =xi +y | +zKk prinsuprafaaz=1- x> +y® ,0<z<1.
R.a)0,b)n

Erercitiul 12.3.3. Si se calculeze cu ajutorul formulei Green-Riemann urmatoarele integrale curbilinii:

a) §ex2+y2 (—ydx + xdy), unde D = {(x, y), X’ +y* < 1};
FrD

b) §(xy—y)dx+(xy+x)dy,undeD= {(x y), —2+y—2_1}

b?
FrD
c) §(x—y)dx+dy, unde D = {(x, y), X’ + Y’ <2x,y >0};

FrD

T
R. a) 2me; b) 2mnab; ¢) E

Exercitiul 12.3.4. Sa se calculeze direct si aplicand formula Green-Riemann:
a) §(X+ y)dx — (X —y)dy,unde D = {(x,y), X’ — 1< y <3x-3};
FrD
) if(Zx +3y?)dx + (x* + y)dy, unde D = [-1, 1] x [-1, 1]

FrD

Ra)-l'b)o
@-3i)0

Exercitiul 12.3.5. Folosind integrala curbilinie, sd se calculeze:
x =a(2cost —sin 2t)

a) aria figurii marginita de curba ] ]
y =a(2sint —sin 2t),t € [0,27]



b) aria figurii marginita de curba de ecuatie (x* + y?)? = a’(x* — y?) (lemniscata lui Bernoulli)
c) aria figurii marginitd de curba de ecuatie x = a sin 2¢ cos @,

. . T
y=asm2(psm(p,(pe[0,5:|.
2

7a
R. a) 4ma% b) 2a% c) o

Indicatii. b) ecuatiile parametrice ale curbei sunt x =a+/COS 2t - COSt ;
. T 37 Sr
y=a~/Cos2t-sint, te|——,— |U|—,—|.
4 4 4 4

Exercitiul 12.3.6. Folosind formula Gauss-Ostrogradski, sa se calculeze urmitoarele integrale de suprafatd de al doilea
tip:
a) .” x3dydz + y3dzdx + z®dxdy pe fata exterioara a sferei

s
X+y+78=a%
b) ” x®y?dydz + x*y®dzdx + 3zdxdy pe faa exterioars a frontierei domeniului mirginit de paraboloizii z = x> +

s
V,2=6-x -y
c) ” xdydz + ydzdx + zdxdy pe fata exterioari a piramidei marginitd de planele x=0,y=0,z=0,x +y+z=a.

S
3

127 s a
R.a) —a”;b) 27n;¢) —.
5 2

Exercitiul 12.3.7. Aritati cd volumul corpului compact elementar, marginit de suprafata S este, V =
1
§ﬂ xdydz + ydzdx + zdxdy .

s

R. Se aplica formula Gauss-Ostrogradski. Se poate observa ca

V= ”Vl(x, Yy, z)dydz +V, (X, y, z)dzdx+V, (X, y, z)dxdy ,
S

oV, v, oV,

daca + + =1.
ox oy oz
Exercitiul 12.3.8. Si se calculeze | = J.I xzdydz + xz3dzdx + yzdxdy pe fata exterioard a suprafetei
S
2 2 2
X Z
—2+Z—2+—2:1,z > 0.
a C
Indicatie. Se completeazd S astfel 1incdt si se obtind frontiera jumaitatii de elipsoid
X2 y? 7?
{(X, Y,2) | —2+b—2+—2 <lz> 0}, se aplicd formula Gauss-Ostrogradski si se aratd cd integrala este 0 pe
a C
portiunea de frontiera din planul xOy.
mabc?
R. 1= .
8

Exercitiul 12.3.9. Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:



a) {(X2 —yz)dx + (y2 —zx)dy + (Z2 — Xy)dz , unde (C) este intersectia sferei x° + y* + z2 = R? cu planul x + y +
©)
z = a, parcursa odata in sens direct fata de Ox

b) f(y + 2)dx + (z + x)dy + (x + y)dz, unde (C) este conturul
(©)
X+y+z2=a’ x+ytz=a
c) sz y3dx + dy + zdz , unde (C) este circumferinta xX*+yY=R%,2=0
(©)
d) § zxdx + xydy + yzdz , unde (C) este curba de intersectie a cilindrului x* + y* = R? cu planele de coordpnate si cu

(©)
planul z = h, h > 0, situata in primul octan.

Rmommmy%R%m%RMR+m

Exercitiul 12.3.10. S& se demonstreze ca :

- - y2—> E
Vxyz)=2xyi -y j +
este solenoidal Tn R®.

Exercitiul 12.3.11. Se considera campul vectorial exprimat in coordonate cilindrice prin:

-

T 1 - >z
V (1,0,2)=—- e +0-e,-—¢,,r>0,0€[0,2n],z €R
r r
Sa se demonstreze ca acest camp este solenoidal.

Exercitiul 12.3.12. Sa se demonstreze ca fluxul cdmpului vectorial:

- - - -
Vxy=2xyi -y j+k (xy2)er
prin frontiera inchisa a oricarui domeniu compact elementar din R® este nul.

Exercitiul 12.3.13. Si se demonstreze ca:

- - - -
Vxyz)=2xyi-yj+k,(xyz2 er’
-
este un camp de rotori in R® si si se determine un potential vector pentru V .

- - -
R WXy 2)=z(1-yz) i +2x(1-yz) | +grad U, unde U este un camp scalar de clasi C* n R>.

Exercitiul 12.3.14. Si se determine fluxul cAmpului vectorial
- - - -
Vixyz=2yi -yj+Kk,
prin fata exterioard a emisferei x° + y* + 2 =1,z >0.
R.®



